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SULLE SUPERFICIE CHE AMMETTONO PER SEZIONI PIANE 
UNA SEMPLICE INFINITÀ DI CURVE PREFISSATE. 


Memoria di Vittorio Strazzeri (Palermo). 





Adunanza del 12 agosto 1916. 
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INTRODUZIONE. 


In questa Memoria ci proponiamo di studiare le superficie che ammettono per se- 
zioni piane le curve di un prefissato sistema piano, semplicemente infinito. 

A tal uopo nel Capitolo I cerchiamo in prima la condizione necessaria e sufh- 
ciente cui debbono soddisfare i coefficienti delle due forme differenziali che determinano 
intrinsecamente una superficie, affinchè le linee di uno dei due sistemi, cui essa è ri- 
ferita, siano linee piane. 

Dimostriamo allora che, assegnata una superficie e su di essa un sistema di sezioni 
piane esiste una sola rappresentazione piana di essa tale che alle curve del sistema corri- 
spondano curve uguali ed alle loro trajettorie ortogonali le trajettorie ortogonali del si- 
stema piano corrispondente. 

Le formole relative a questa corrispondenza conducono allo studio di due casi 
notevoli: quello in cui le sezioni piane sono tutte uguali e l’altro in cui esse sono 
linee rette. Il primo di questi casi conduce allo studio delle modanate, che trattiamo 
nel Capitolo III, mentre nel Capitolo I ci limitiamo a stabilire che, se una superficie 
ammette un sistema di geodetiche piane queste (che sono su di essa linee di curvatura) sono 
tutte uguali. Nell’altro caso, cioè in quello delle superficie rigate ci contentiamo di dimo- 
strare in modo semplicissimo la cosidetta legge di distribuzione dei piani tangenti. 

Nel Capitolo II supponiamo dato in un piano un sistema di curve (C,) una curva 


4 S, ed inoltre una corrispondenza biunivoca tra le curve C, ed i punti di S,. 


—> Torcendo allora questa (senza alterarne la flessione) nel movimento, che ne nasce, 
il piano osculatore della curva in ogni suo punto P trasporta seco la curva C, corri- 
spondente a P. Le curve C, verranno così a costituire una superficie tale che le traict- 
torie ortogonali delle sue sezioni C, vengono a corrispondere, come dimostriamo, alle 
trajettorie ortogonali del sistema piano (C,) prefissato. 

Quando adunque è dato il sistema piano (C,) la costruzione della superficie di- 
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pende dalla scelta di S,, dalla corrispondenza tra i punti di essa e le curve del si- 
stema (C,), e dalla torsione cui si assoggetta la S$ . 

Delle superficie così costruite diamo le equazioni intrinseche e le equazioni para- 
metriche in termini finiti. 

Nel capitolo III studiamo il caso in cui il sistema piano (C,) si riduce ad una 
sola curva. La precedente costruzione ci dà allora manifestamente le cosidette superficie 
modanate. 

Facciamo lo studio di queste superficie partendo solo dalla forma dell’elemento li- 
neare e concludiamo che si possono distinguere in due classi: una costituita dalle mo- 
danate che non si possono applicare su altre modanate in modo che si vengano a 
sovrapporre le curve generatrici, e l’altra costituita dalle modanate per cui questa appli- 
cabilità è possibile. 

Le superficie della prima classe sono quelle che ammettono per superficie diret- 
trice la più generale sviluppabile rigata o un cono e quelle della seconda un cilindro. 

Tra queste cerchiamo quelle applicabili l’una all’altra nel senso predetto e che 
ammettono lo stesso cilindro direttore e troviamo che ciò è solo possibile quando la 
sezione di questo cilindro è una curva il cui raggio di curvatura è uguale al prodotto 
del quadrato dell'arco per una funzione periodica del logaritmo dell’arco. 

Rileviamo inoltre come le modanate ci forniscono esempi di superficie non applica- 
bili Puna all'altra ma tali che si possono mettere tra loro in corrispondenza biunivoca 
puntuale in modo che abbiano la stessa curvatura totale nei punti corrispondenti. 

Nel IV Capitolo studiamo la costruzione delle superficie con uno dei sistemi 
di linee di curvatura piane e cominciamo col dimostrare che, affinchè un sistema prefis- 
sato di curve piane C, possa condurre ad una superficie, su cui esse siano linee di cur- 
vatura, occorre e basta che i centri di curvatura delle loro trajettorie ortogonali, lungo 
ciascuna C,, siano in linea retta e che si prenda per curva S, precisamente l’inviluppo 
di queste rette. 

Applichiamo questa nozione alla costruzione delle superficie che hanno un sistema 
di linee di curvatura circolare e segnaliamo tra queste superficie quelle che sono incon- 
trate dal piano di ciascun circolo, sempre sotto lo stesso angolo; facendo rilevare come, 
partendo da un qualsivoglia sistema piano di circoli (C,), si può costruire una di queste 


— 


i 





superficie per ogni valore prefissato, diverso da , dell'angolo in discorso. 


Passiamo infine allo studio delle ciclidi di Dupin, che noi definiamo come quelle 
che hanno ambedue i sistemi di linee di curvatura circolari. 

Dimostriamo che volendole costruire occorre partire da un sistema di circoli C, 
formanti fascio e assumere come linea S, l’asse radicale del fascio; ne viene che la 
corrispondente rappresentazione piana delle ciclidi è sempre costituita da un doppio sistema 
di circoli ortogonali. 

Costruiamo poi solo le ciclidi che si possono ottenere partendo da un fascio di 
circoli C, con due punti comuni reali e cioè le ciclidi che hanno due punti conici, 
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dimostrando infine che le due falde dell’evoluta si riducono a due coniche in piani 
perpendicolari ciascuna passante pei fuochi dell’altra. 

A tutto il lavoro ci siamo sforzati di dare una forma elementarissima tenendo 
nello stesso tempo conto della realità della superficie. 


CAPITOLO I. 


Sezioni piane di una superficie. 


I. Formole fondamentali e condizione perchè un sistema di linee sopra una superficie 
sia piano. — Sia data una superficie, riferita ad un suo doppio sistema di linee ortogo- 
nali, mediante le sue due forme fondamentali *): 


ds = Edw + Gdv’, 
Ddu + D'dudv+ D''dv’. 
Indicando con +, langolo della normale alla superficie con la normale principale 


I | | 
alla linea u (v = cost.) nello stesso punto, con — la flessione di questa linea e con 


I 








I a E 
Ÿ,, — le quantità analoghe relative alla linea v (u = cost.) passante per quel punto, 
2 
fee Treat ol | TT Mare: 
le curvature normali —-, ~~, le curvature geodetiche —-, — e le torsioni geodetiche 
Ai Cupa 
LL | : 
==, +, ci sono date dalle formole: 
1 ? 
ig, Ph 
I cos d. D I sen ù, ee I — D' 
|, 
È, P, Lai fi P, E LEG 
I 
) I coste DU I sen D, Tad G I I D' 
— = ent e n= oa inn en 
R, P, AC ADI P 2GYEOu’ Lg I, VEG 


Se con — indichiamo la torsione della linea w si ha °): 


I 


DIETE DA 
est PIRATA 


1 V a 


) 


Sii inibita 


1) Quì per seconda forma fondamentale adottiamo quella data da L. Brancut, Lezioni di Geometria 
Differenziale, vol. I (Pisa, Enrico Spoerri 1902), pag. 114. 
2) BIANCHI, loc. cit, pag. 102; E. CesAro, Lezioni di geometria intrinseca (Napoli, 1896), pag. 152, 
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e quindi affinchè le linee # siano piane occorre e basta che sia: 

6) I I a, 

= = = 
LS VE 

oppure per le (1): 








A Ly 19) 
2) Oi ee PEN 
Dalle prime due delle (1) si deduce: 














= I SAS 
G) bre aes sen° à. nin OE 
dv dv 
e quindi derivando rispetto ad u: 
N e NESTA, 180:.6.,/.20 
a ee ro =V65, dE + 2VG du OE , 
Ov Ov 


cioè per lest 2) ea. 


DENE NND) OO Lo Ge 
ue =) VG eo, Zu dE 





Ov 
e infine dividendo per YG: 


I DIR eh CNE i, 
(4) Gul OBO oss) ele 
Ov Ov dv 


che equivale alla (2). 

2. Rappresentazione piana della superficie con la conservazione delle linee di un sistema 
e dell'ortogonalità di esso col sistema ortogonale. — Vediamo ora se è possibile disporre 
le linee u, cioè le sezioni piane della superficie, in un piano, cosicchè si venga a stabi- 
lire tra il piano e la superficie una corrispondenza punto a punto tale che si corrispon- 
dano anche le trajettorie ortogonali delle dette linee w. 

Interpetriamo perciò u e v come coordinate curvilinee del piano riferito ad un 
sistema ortogonale e tale che le linee u (v—cost.) siano precisamente le sezioni piane 
della superficie. 

L’elemento lineare del piano assumerà la forma: 


ds RE uU SG, 
e poichè per ogni valore costante di v si debbono avere sul piano e sulla superficie 
rispettivamente due linee # uguali, possiamo in primo luogo porre: E, = E. 
Osservando poi che la curvatura geodetica di una linea tracciata sopra un piano 
coincide colla flessione della curva stessa, dovrà per le (1) essere: 


I Oy ei OSSA 
(E72 dv lz te = Elio) +2] 





— rome  s—@@—@@ 
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dalla quale, tenendo conto che E, = E, si ricava: 
I I ZN 
| Igea rc 
a Ov 
cioè per la seconda delle (3): 
(5) G, == G sen’ y,. 
Introducendo in ds} le espressioni trovate per E, e G,, si avrà: 

(6) ds = Edw + Gsen°d dv’. 


Dico che questa forma di elemento lineare conviene ad una superficie a curvatura 


nulla e che quindi la rappresentazione piana cercata è 
sistema di sezioni piane della superficie data. 


possibile ed è uniforme per ogni 


Per procedere più speditamente scriviamo le formole di Copazzi e quella di Gauss, 
relative alla superficie data, come segue 5): 














el Ot Pat 2 DEVI 
oriana) 
d I EZIO 2 VE 
sh Br ul 
I I I o 
LS MEER Sates tore DOS 
RIE II sr ) +3 (7) 
FRA: VOTE 6) OR 
ove, come si suole, si è scritto per semplicità: SE, € 3, rispettivamente invece di 
Bor 1.0 i 
VE Ou Grou: 
Indichiamo con ie DA K, le curvature geodetiche e la curvatura totale relative 
Pu P, 


ad una superficie di cui l’elemento lineare ci sia dato dalla (6). 


La curvatura totale X ci sarà data da una formola analoga alla terza delle prece- 
denti, la quale, tenuto conto che G, = Gsen° 4, si riduce a: 


ae I I I o I To) I 
hi — De À pre arri [Mrs 
ia) 


ad \v 





3) BIANCHI, loc. cit. *), pag. 185, E. Cesàro, loc. cit. 2), pag. 158. Queste formole sono date più 
comunemente sotto la forma: 





(7) du dv 2Gou 2E du 


ee Die IR RER (hon (TG BT ORG 
EX EG Mir EC Toul VB ON Fe VG dv î 
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Calcoliamo ora separatamente i termini del secondo membro di questa relazione. 
Avremo per le (1), ove si muti G in G, = Gsen°y,: 


I 


I I I I I DAVE 
ic a = =(et+i). 


u 


I I I  O(Gseny) I coty, Où, I cot b, 
Senta) LE OU = + ST, 


(8) GS — ‘sen? Vus GYE du age VE Su Tas pri 


SA ARTO i rs N ete 1 OT 
am) mye te) meet oe 


u 














quest’ultima relazione, tenendo presente le espressioni di sen ù, e cos, ricavate dalle 


i tel Tepe 
(1) in funzione di —- ed —, si riduce alla: 


R, \u 


bc Ope lin Ea Fr) (= 
SED VA ds, ( 0, } Ten ti ds, ( ho ar do: P, ). 
Finalmente: 


3 I on Be I I 
a ei 


cosicchè si avrà, tenendo presente l’espressione (7) di K: 
5 / 


I _ N INTER nr et! BE. 
ER: ne eine) a 


v v 








3 I I o Le 
Posto ora in questa — K = — +. e cotù = +" in virtù della prima 
R, Ls Ir | R, 
di Copazzi si avrà, come si voleva provare: 
EST 


Adunque, escluso per ora il caso che sia send —o è sempre possibile rappresentare 
una superficie sul piano in modo che ad un suo sistema di sezioni piane corrisponda sul 
piano un sistema di curve uguali e che alle trajettorie ortogonali del sistema sulla super- 
ficie corrispondano le trajettorie ortogonali del sistema corrispondente sul piano. — 

3. Caso delle superficie modanate. — Se poi senù = o, il sistema di sezioni piane 
è un sistema di linee geodetiche, che sono linee di curvatura, perchè in tal caso per 
la (2') si ha D’ = 0, ed inoltre sono tutte uguali, poichè in tal caso si annullano le 


II OLE de: : 
quantità —, ay 57 € quindi per la prima delle (7) la flessione di queste linee 
\u u 
I I \ . . . RN > ss 
Ra funzione solamente di #, precisamente come la £, cioè come l’arco di 
u P 


qualsivoglia di esse Li VE.du, ciò che prova il teorema: Se una superficie ammette un 


sistema di geodetiche piane queste sono su di essa linee di curvatura e sono tutte uguali. 











eee Oe 
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In questo caso siamo in presenza di una superficie modanata; di questo tipo di 
superficie ci occupiamo nel Capitolo III, per ora notiamo solo che il sistema (C,) 
piano rappresentativo si riduce ad una sola curva, la geodetica generatrice, poichè 


fees sen) — 0. 


. La e . I I] 
4. Caso delle superficie rigate — Osserviamo che l’annullamento di — può anche 


u 


CI 5 
procedere da quello di ——, come si scorge dalla seconda delle (1), senza che perciò 


I 


si abbia è = o. 
In questo caso la superficie è una rigata e la sua rappresentazione sul piano è 


costituita dalle tangenti ad una curva, che è la sviluppata di una linea piana v qualsi- 
voglia. 


. ‘ o E . 1 SEN 
Essendo, come si & detto, yy 9 si può supporre senza ledere la generalità 
v | 


E= 1, ciò che equivale a fissare per parametro u la distanza che un punto generico 
della superficie ha da un punto da stabilirsi appartenente col primo alla stessa genera- 
trice rettilinca. 

Posto E = 1, ed inoltre D= 0, per la prima delle (1) nella prima formola di 
Copazzı ed in quella di Gauss (7), si ha: 


A a Gl 
x perderai. 
Br L9G 

G VG du? 


La prima di queste si può scrivere: 


9 VE) — 
3,108 (D (oro 
e quindi indicando con f (v) una funzione della sola v: 


D' VG = f, (7), 
oppure per la (2’) e la (5): 


e ef, cod 
du VG G G 





I 


D'altra parte riferendosi alla rappresentazione piana della superficie, essendo il piano 


A 
a curvatura nulla, la formola di Gauss ci dä VG, = 0, per cui, cambiando ove 


ou? 
occorresse il parametro v in una sua funzione, 


VG, = u +f) 


con f,(v) funzione solamente di v. 
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La precedente ci dà: 


LORO ER CI 
send du G, (u +f,@)) 





cd integrando: 
cos ' BEDE 


con f;(v) funzione solamente di v. 

Questa formola ci dice che il luogo delle normali ad una rigata non pr 
(D'=# 0) lungo una sua generatrice rettilinea è un paraboloide iperbolico; questa è la 
cosidetta legge di distribuzione dei piani tangenti ad una rigata scoperta da CHASLES. 

5. La rappresentazione studiata non conserva gli angoli. — Ritornando al caso gene- 
rale, rileviamo come conseguenza immediata della (5), che se 0 è l’angolo che una 
linea sulla superficie fa con le linee u, e 9, quello che la linea definita dalla stessa 
equazione fra u e v fa con le linee u dell'immagine piana; si ha: 

tang 0, = | È 2 == Seni | x 2 = sent tang 9, 
la quale prova che la trasformazione studiata non conserva gli angoli, a meno che 
non sia sen — 1. 
In questo caso il sistema di sezioni piane è costituito da assintotiche perchè, sempre 


C 1 I D i 1 
in base alle formole fondamentali (1) si avrà: palio che inoltre sono linee 
i u 
I D' da i i 
di curvatura He ua u manifestamente in presenza di una 


rigata sviluppabile, di cui le generatrici rettilinee sono le sezioni piane ottenute con i 
piani tangenti. 

6. Superficie che ammettono una dala rappresentazione piana. — Data inversamente 
una semplice infinità di curve sul piano, ci domandiamo: è sempre possibile costruire 
una superficie che ammetta le curve del sistema come sezioni piane? 

Per una tale costrazione basta la conoscenza dell'angolo d che la normale alla 
superficie deve fare in ogni punto con la normale principale alla corrispondente linea 
del sistema piano. 

Questa funzione Ÿ non può però prendersi ad arbitrio, poichè per l’esistenza 
della superficie occorre e basta che siano soddisfatte le due formole di Copazzi e quella 
di Gauss. 

Queste tre formole, quando si parte dal sistema di curve prefissato sul piano, si ri- 
ducono a due indipendenti. 

Riferiamo infatti, come innanzi, il piano al doppio sistema ortogonale, costituito 
dalle curve del sistema dato e dalle loro trajettorie ortogonali, e riteniamo le segnature 
precedenti. Dimostriamo che la prima e l’ultima delle (7) sono l’una conseguenza del- 
l’altra, e cioè che se per un'espressione analitica di 4 è soddisfatta una, lo è anche 


l’altra. 
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Infatti, supponendo soddisfatta, ad esempio, la prima formola di Copazzi e tenendo 


conto della (9), ove si ponga K = 0, e cot), = «si ottiene la formola di Gauss. 


R ) 


u 


Per trovare l’equazione differenziale cui deve soddisfare ), basterà eliminare R 
x 
I 


I 
PRE Foi 


u 


tra la seconda di Copazzı e l’invariante di Gauss e sostituire alle quantità 


di wi. wie dr 1% | 
ar le quantità ricavate dalle (1) e (2) in funzione di EF, G, = Gsen°ù, el. 
Uv u 


Cosi procedendo si arriva ad un’equazione differenziale alle derivate parziali del 
terzo ordine di cui troveremo per altra via l’integrale generale nel seguente capitolo. 


CaprtroLo II. 


Costruzione di superficie che ammettono come sezioni piane 
un prefissato sistema o' di curve piane. 


7. Posizione del problema. — Siano: 
(10) MER NN NER 


le equazioni di un doppio sistema di curve; il sistema (C,) corrispondente ai valori 
costanti del parametro v, ed il sistema (C,) corrispondente ai valori costanti del para- 
metro u. 

Volendo studiare le superficie che ammettono le curve del sistema (C,) come se- 
zioni piane, ci è conveniente pensare che questo sia ortogonale al sistema (C,). 

Andiamo a mostrare come è sempre possibile costruire infinite superficie in corrispon- 
denza puntuale col piano del sistema prefissato (C,), tali che alle curve di questo sistema 
corrispondano suila superficie curve uguali ed alle loro trajettorie ortogonali le trajettorie 
ortogonali delle corrispondenti. 

Questa costruzione segue dalle considerazioni seguenti: 

Se sopra una superficie si considera un sistema semplicemente infinito di curve 
piane, la semplice infinità di piani in cui queste giacciono inviluppa una sviluppabile X 
che può ridursi eventualmente ad una retta. 

Chiamiamo S lo spigolo di regresso di questa sviluppabile. 

Per semplicità di trattazione ci conviene distinguere i seguenti casi: 

(A) La S è una curva storta qualunque e quindi la X è la più generale superficie 
sviluppabile. i 

(B) La S è un punto al finito e quindi la X è un cono. 
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(C) La S è un punto allinfinito e quindi la X è un cilindro. 
(D) La S è una retta al finito. 
(E) La S è una retta all'infinito. 


CASO (A). 


8. Determinazione intrinseca della superficie — Si consideri nel piano del doppio si- 
stema ortogonale (10) una curva arbitraria S, di cui il parametro v esprima la lun- 
ghezza dell'arco a partire da un’origine prefissata e siano : 

x, “Ta x, (7), Yi = y,(v) 


le sue equazioni parametriche, sara: 


212 12 ER 

st (7) cig ot (v) va I, 
per cui le coordinate (€, €) di un punto (X,, Y,) del piano rispetto al sistema carte- 
siano individuato dalla tangente e dalla normale ad S, in un suo punto P, ci saranno 


date da: 

(m) CT D ee 
: ie CRE VRR Ae 

le quali, ove per X,, Y, si pongano le (10) calcolate per quel valore di v che deter- 

mina P, sono le equazioni parametriche della curva C,, relativa allo stesso valore di v, 


riferita al sistema cartesiano predetto. 
Torciamo la S_, lasciandone invariata la flessione, in modo che acquisti in ogni 


mn 


i I a den ZA 
punto una torsione prefissata —-, variabile in generale da punto a punto. Chiamiamo 
r 


con S la curva così ottenuta e consideriamo nel piano osculatore di ogni suo punto la 
curva C,, di cui le (11), sono le equazioni parametriche, riferita alla tangente ed alla 
normale principale di S. 

L’insieme di tutte le C,, così disposte, costituirà una superficie che ammette le 
C, come sezioni piane. 

Quando nel piano di S, si passa da un punto M(u, v) di una curva C, ad un 
punto M'(u+du, v+dv) della C, consecutiva l’elemento lineare M M' ci è dato, da: 


CRT ON een. 


Se P è il punto di S, corrispondente al valore di v, che determina insieme ad u 
M, e P' l’altro corrispondente al valore v + dv, che determina con udu, M’, quando 


Nos dv 
il piano di 5, ruota intorno alla PP’ di un’angolo uguale a — trasportando M, 
r 


DIA i | Cdv 
questo punto descriverà un elemento di arco M' M" uguale a 77? per cui elemento 
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della superficie ci sarà dato da: 


(12) de mas + SE = Ed + (6, + =) de", 


Se i valori che determinano M’ sono (u, v+dv) sarà la retta M' M la normale 


! 11 


principale alla C, passante per M e quindi posto Apia d, È, rappresenterà, 


come dianzi, l’angolo che la normale alla superficie fa con la normale principale alla C,. 


— cot), ad M' M", M'M le loro espressioni 


, Lal di 


Sostituendo nella relazione 





MM 
analitiche, avremo 4): 
y 
I cotù — —— 
(13) CAI n G: 
e quindi posto in (12) 
= é G, 
(14) E=E, SA G, ia a G,(I + cot PE 
si avrà: 
OR En} 2 2 pei 2 G, 2 
ts at + Gdv = Bau + TANA, 
(15) ds = E du + G dv = Edw + Gsen° 4 dv’, 


> 


rVG 





cot UE cene 


Di qua si deduce che le trajettorie ortogonali delle linee # sulla superficie sono le 
corrispondenti delle trajettorie ortogonali delle linee stesse considerate nel piano. 
102 
Notiamo che se il sistema (C,) si riduce ad una sola curva si ha G =0, G=—,, 
3 





send = o, per cui (n° 3) le formole precedenti sono quelle relative alle superficie 
modanate. | 
I coefticienti D e D' della seconda forma fondamentale della superficie ci sono 


dati dalla (3) e dalla (2’) e cioè da: 
LOS OR 
| Taverne 
(16) | | 


Jigen AO, pre VG, OY, 
ua ea Ou 











e la D" dalla formola di Gauss o dalla prima di Copazzi. 
9. Equazioni parametriche in termini finiti della superficie, — Note così E, G, D, D', 
D'' la determinazione in termini finiti della superficie si otterrà integrando un’equazione 


4) G. DARBOUX, Leçons sur la theorie generale des surfaces, IV® Partie (Paris, Gauthier-Villars, 1895), 
pag. 205, n° 999. 
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del tipo Rıccarı °), ciò che del resto si può vedere più semplicemente in questo caso 


come segue. 


| I | 
Scelta la S, se ne calcoli la flessione —, che sarà anche quella di S, per cui data 
P 


di questa curva la torsione —, la sua determinazione dipenderà dalla integrazione di 
i 


un’equazione differenziale del tipo RiccatI °). 

Siano 
(17) At Aa, 
le equazioni parametriche di S, in cui v esprime la lunghezza dell’arco, avendo deter- 
minate tutte le costanti d’integrazione in modo che, fissata la C, secondo cui la super- 
ficie deve essere tagliata dal piano xy cioè dal piano della S, e quindi in corrispondenza 
un valore di v e un punto su S,, la S venga a passare per questo punto ed abbia in 
esso con S un contatto di secondo ordine. 

Per la stessa definizione di S sarà: 


a er 


Se (a, b, c), (x, È, y), (A, u, v) indicano i coseni direttori della tangente, della 





binormale e della normale principale di S, le equazioni parametriche in termini finiti 
della superficie saranno manifestamente : 


X=x+bat 4-25, 
(19) Y = y + bE Hu, 
L= en cé + vE 


ove £, © hanno il significato espresso dalle (11),. 

Le considerazioni, che abbiamo svolte, presuppongono data la S non solo in po- 
sizione relativa rispetto al sistema (C,) ma anche in modo che i suoi punti siano in 
corrispondenza biunivoca e continua con le curve del sistema. Noi ciò abbiamo espresso 
per semplicità di trattazione supponendo che il parametro v del sistema indichi anche 
Varco di S, e quindi se si vuole trattare il problema in tutta la sua generalità, ritenuto 
che v indichi Parco di S,, occorre sostituire nelle (11), alla v che compare in X, e 
Y, una sua funzione. 

Supponiamo infine che sia data la S con i punti in corrispondenza colle curve del 
sistema (C,) e sia assegnata anche in posizione nel piano osculatore di S in un suo 
punto v — v, la C, corrispondente, cioè la sezione che questo piano deve determinare 
sulla superficie. Per scrivere allora le (19) occorre la conoscenza di & e di ¢ cioè (11), 
di x, e di y,, al che si perviene con tre quadrature. 

Indicando infatti con d9, l'angolo di contingenza di S, si avrà manifestamente per 


5) BIANCHI, loc. cit. 1), vol. I, pag. 115. 
83 Brancat, loc. cit 5) vol, Lepas 17. 
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le (18): 
i ec Dea 
CATE Pg 


x, = feos, du y,= fseng,do, 


ove si determinano le costanti d’integrazione in modo che per v = v, le (11), siano 
le equazioni parametriche della C, corrispondente a questo valore di v, per ipotesi date. 

Osserviamo che la (13) dipende da tre funzioni arbitrarie x(v), y(v), r. Essa ci 
dà l’integrale dell’equazione differenziale alle derivate parziali del terzo ordine, cui ab- 
biamo accennato alla fine del n° 6. 


CASO (B). 


10. Si consideri nel piano del doppio sistema ortogonale (C,) un punto, che 
senza ledere la generalità, possiamo sempre supporre essere l’origine delle coordinate. 

Ad ogni curva del sistema (C,) facciamo corrispondere quel raggio uscente dall’o- 
rigine che fa con l’asse delle X un’angolo il cui valore sia quello del parametro v che 
determina la curva in discorso. 

Alle (11), bisognerà sostituire le formole 


? 


(11) =X, cosv + Y sen v, 
; (t=—X,senv+ Y cosv 


ove adunque § e È indicano rispettivamente la distanza di un punto generico della C, 
che si considera dal raggio ad essa corrispondente e dal raggio ortogonale passante per 
l’origine degli assi. 


Se ora pensiamo che ogni C, ruoti intorno al raggio corrispondente cosicchè il 
i 5 dv 

suo piano venga a formare col piano della C, precedente un’angolo uguale a —, ove 
r 


r è una funzione solamente di v, l’insieme di tutte le C, verrà a costituire una super- 
ficie, cui convengono le (13), (14), (15), (16) ove però per © s’intenda la funzione 
dataci dalla seconda delle (11),. 

Le equazioni parametriche della superficie ci saranno date dalle (19) ove si pon- 
gano : 1°) per x, y, z le tre coordinate costanti del vertice del cono inviluppo dei piani 
secanti la superficie, le quali per la scelta fatta degli assi nello scrivere le (11); dob- 
biamo supporre nulle; 2°) per a, b, c, e à, &, v, rispettivamente i coseni direttori della 
generatrice del cono e quelli della direzione normale a questa nel piano tangente al 
cono ; 3°) per 6, €, le funzioni definite dalle (11),. 

La determinazione della superficie dipende adunque dalla conoscenza di a, b, c, la 
quale si può far dipendere dall’integrazione di un’equazione del tipo Rıccanı. 

Infatti interpretiamo a, b, c, come le coordinate di un punto dell’intersezione del 


14 Vet TiO RTO eS eR Acorns 











cono con la sfera di raggio unitario avente il centro nel vertice del cono. Di questa 
curva sferica allora si conosce la curvatura normale, costantemente uguale allunita, e 


I EN de. 1 
la curvatura geodetica uguale —— perchè questa si può ottenere dividendo l’angolo for- 
r 


mato da due geodetiche tangenti alla linea in due punti infinitamente vicini, che è ap- 


dv Elo. i 
punto — , per l’arco infinitesimo che è dv. Allora la flessione uguale Ter ER 
Yt r° 


Considerando allora che la curva è sferica sarà nota anche la torsione 7), ciò che 





prova l’asserto. 

Anche qui sono da ripetersi le considerazioni svolte precedentemente n° 9 a pro- 
posito della corrispondenza delle C, con i punti di S , e perciò le equazioni più gene- 
rali della superficie in termini finiti ci sono date dalle formole che si ricavano dalle 
(19) nel modo anzidetto, e cioè da: 


em — rsenv)X, + (asenv + rAcos v) Y,, 
(19), _Y=(bcosv— usenv)X + (bsenv + ypcosv)Y,, 
Z = (ccosv —vsenv)X, + (c senv + v cos v) Y, 


ove alla v che compare in X,, Y, occorre sostituire la funzione di v, che fissa la cor- 
rispondenza tra le C, e le rette del fascio con ‘centro nell’origine delle coordinate. 


CASO (C). 


11. Si consideri nel piano di (C,) un fascio di rette parallele, che senza ledere la 
generalità si possono pensare parallele all’asse delle Y. 
Sia 
Nei: 
l'equazione di questo fascio, allora ad ogni retta di esso corrisponderà quella C, (10) 
che è determinata dallo stesso valore di v. 
Si faccia ruotare ogni C, intorno alla retta corrispondente, cosicchè il suo piano 


dv 
venga a formare col piano della C, precedente un angolo uguale a —-, con r fun- 
r 
zione della sola v. 
DR 
La funzione — in questo caso rappresenta la flessione della sezione normale del 
if 


cilindro luogo degli assi immobili. 
Riferiamo la superficie agli assi X, Y del piano di (C,) ed alla normale a questo 
piano nell’origine. Posto 


"dv 
vara RA 


Vo r 


7) CESARO, loc. cit. ?), pag. 142. 


D 
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ove v, rappresenta il valore di v che determina la C, secondo cui si vuole che la su- 
perficie sia tagliata dal piano X Y, 9 rappresenterà l’angolo che la tangente alla sezione 
normale del cilindro fa con l’asse delle X. Le equazioni di questa curva ci sono date 
manifestamente da: 


x()= | cosgdo, @)= f sengdo, 


o o 


e le equazioni in termini finiti della superficie da 


(19), X=x(v)+(X—v)coso, Y=Y, Z=2(V)+(X — v)seno. 


È chiaro che anche in questo caso sono valide le formole (13), (14), (15), (16) 
ove si ponga 


(IT). C= X,— 0. 


I 


Per le stesse ragioni dette innanzi alla v, che compare in queste formole in X, e 
Y,, occorre sostituire quella sua funzione, che fissa la corrispondenza tra le rette del 
D — 0e le curve del sistema C,. 


CASO (D) 


12. Nel piano di (C,) si consideri una retta, e sia l’asse delle Y. 

Si faccia ruotare intorno ad essa ogni C, di un angolo uguale al valore del para- 
metro v che la determina. 

Le equazioni parametriche della superficie che viene generata dalle C,, riferita al 
sistema cartesiano adottato nel numero precedente ci sono date da: 


(19)p A Xs COS, Yh mene Pp acres: OE AA 


Per la validita delle formole (13), (14), (15), (16) occorre in questo caso porre 
manifestamente : 


(11)p 


2 





RE 


Y I 


Anche qui va fatta l’osservazione relativa alla v, che compare in X,, Y,. 


CASO (E). 


13. Facciamo subire ad ogni C, una traslazione perpendicolare al piano di (C,) 
misurata dal valore che acquista una funzione data ad arbitrio x(v), calcolata per il 
valore di v, che determina la C, che si considera. 

Le equazioni della superficie che così vengono a costituire le C 
adottato negli ultimi due numeri, sono manifestamente : 


(19); AA), MSI): EAN 


rispetto al sistema 


u) 


16 VITO ROL STRA TZ RIC 


per cui le formole (13), (14), (15), (16) sono valide in questo caso se in esse si pone 


¢ d 
(11); =, 


1 


come si scorge calcolando la G dell’elemento lineare della superficie in base alla formola 


Va 
G=G +. 





CariToLo III 


Superficie modanate. 


14. Forma dell'elemento lineare delle modanate, — Già sappiamo dal Capitolo I, n° 3, 
che affinchè le C, sulla superficie costituiscano un sistema di geodetiche occorre che 
esse siano tutte uguali e che siano incontrate dalle loro trajettorie ortogonali in punti 
omologhi. 

Diciamo che in questo caso il sistema piano (C,), se non è costituito da rette, deve 
ridursi ad una curva sola. 

Perchè allora la curvatura geodetica si annulla solamente quando send =o e 
considerato che per l’esistenza della superficie la G deve essere finita, dalla seconda 


delle (14) si deduce: 
DE a 


nen el. EVA sat 
le quali provano l’affermazione. 

Cambiando ove occorresse il parametro in quella funzione che ci dà l’arco delle 
C,, l'elemento lineare più generale della superficie, per la seconda delle (14) e tenuto 


conto dell’espressione (11) di ¢ nei vari casi, assumerà la forma: 


(20) ds = du LIKE, HF) dv 


ove, dato il significato di u, le funzioni X, (u), Y (uw) soddisfano alle relazioni: 


(21) ac) +) =: 
du HAS RATE 
Viceversa vedremo che ogni superficie il cui elemento lineare è riducibile alla forma 
(20) con X (u), Y (u) legate dalla (21) è applicabile ad una superficie modanata, di 
cui le linee « costituiscono un sistema semplicemente infinito di curve uguali. 


Per la determinazione intrinseca delle modanate di cui si conosce l’elemento lineare 
distingueremo due casi: 
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un 
= ~ 
. . 
. 


Caso (a). — Il rapporto delle funzioni f, (v), f,(v) dipende effettivamente da v 


Caso (5). — Il rapporto delle funzioni f (v), f,(v) è una costante 
Escludiamo il caso che queste funzioni siano entrambe nulle, perchè allora si tratta 


di una sviluppabile che può sempre deformarsi in una modanata 


CASO (a). 


15. Modanate non deformabili in altre modanate con deformazione della curva genera- 


trice — Nel primo caso si ha: 


OVE LC) XW) +L.) VIM), 





VE KW) +L) YW), 


dalle quali, posto: 


(22) 


si deduce successivamente : 





XV XV = VX) Vu), 


I 























Ae Pena Re een 
(AD) AE uu (PO Se | 
Ga NT SHE 
TESE Li (u) X, (u) Br 
KOHL _ (SE) + I o) 
Pr du PAPE 
e quindi: 
VG 
I Qu 








oe He VE: +} vi (UO 


| 0ŸG VG À se 
Sostituendo in questa per a SE le loro espressioni e tenuto conto che 


X?(u) + Y?(w) = 1, si deduce: 
ve _ fo) Kr) +f.) Yu) 
| SOTA) -fAX 


Questa formola ci dice che la (20) insieme alla (21) ci può dare l’elemento lineare 
di una modanata qualora, calcolando il secondo membro della precedente, si abbia una 








funzione della sola u. 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 5 dicembre 1916. 
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Se allora poniamo: 





I = VG è°VG FAN 2 
(23) RR ln nee Da me Vie (af 0) — Gs 





la superficie modanata sarà perfettamente determinata e la curva generatrice sarà quella 
di cui le equazioni parametriche sono: 


À MG I) 


perchè le espressioni di D, D’, D' assunte soddisfano alle due formole di Copazzi 
ed a quella di Gauss (7). 

Per questa verifica consideriamo che l’espressione di D’’ è ricavata da ciò che di- 
viene la formola di Gauss nel nostro caso; che la prima di Copazzt è identicamente 





a I | 
verificata per essere la D = — funzione della sola u; e la seconda di Copazzı, che 
. . I 
si riduce a: 
QUI lar e ATA LA Ur Gina 
PRES NE Re — O, 
Ou 2 GOu 2 Ou 


si verifica immediatamente dopo averla scritta sotto la forma: 


SRI: MO CE 


9uyG ou = | 
Infatti moltiplicando ambo i membri di questa per: 

DIRE PO 

(Cai O Rei a 


siahar 
ODEN ie On On 
(24) 3 (7) =-2 CE): 


la quale è manifestamente verificata se in essa si pone: 


r= pro + A - (AY). 








i i NAT 
Che poi le linee # siano piane, risulta dal fatto per essere D' = 0 2106 
P plane, P T 
u 
TRO 
e la loro torsione — ci è data UT 
r 
I 
I 1 Ov, I 
o Se — — =0. 
1677 ME E Qu r 
„8 Re 3 À MAT 
Dunque è — = o, poichè, essendo E = 1, le linee u sono geodetiche e quindi 


r 


I 


LI 


Dall’essere y = o ed E= 1 si deduce infine che di queste linee u la curvatura 


I I get 
normale —- = D è uguale alla loro flessione —- e poichè questa è una funzione so- 


R 


u I 





SULLE SUPERFICIE CHE AMMETTONO PER SEZIONI PIANE UNA SEMPLICE INFINITÀ, ETC. 19 








lamente dell’arco #, si conclude che queste linee sono tutte uguali e che hanno per 
equazione intrinseca la (22’) cioè la (22) e per equazioni parametriche cartesiane 
Berta), Ye Y (a). 

La linea (22) è la sola che possa muovendosi restare sempre ortogonale alle trajet- 
torie dei suoi punti e generare una superficie il cui elemento lineare sia dato dalla (20) 
insieme alla (21). 

Infatti la seconda delle (1) Capitolo I ci dà $, = 0, e quindi per la prima e la 
terza delle stesse. tenuto conto che: 


pier daily OD Ai 

RTE OR TO, 
si ha: 

I I 

RU RR 


dove R, ed r, indicano rispettivamente il raggio di flessione e quello di torsione della 
curva cercata. 
Poichè R, ed r, debbono essere funzioni della sola u, altrettanto si può dire di 


’ 


D e di —, per cui la prima di Copazzi (7) ci da: 


VG 
te fae ORLO 
A T;, you jé 


d I I OG 
mie) re Ta 


Da questa, integrando, si deduce che la funzione G deve essere il prodotto di una 





CIOÈ : 


: I 
funzione della sola v per una funzione della sola u, a meno che non si ponga — = 0, 
r 


I 


nel quel caso la precedente nulla ci dice sulla natura di G. 
La prima di queste ipotesi °) è da scartarsi. 
Infatti, ammessa questa ipotesi, per la (20) si può porre: 


VG=f.()X. (1) +f.()Y,()+f,()= UV, 


ove U e JV indicano due funzioni una della sola u e l’altra della sola v 
Dividendo per V e derivando rispetto ad u, da questa si deduce: 


AA) 
OE RDS MESA PRIORI ETRE 


8) Vedi in proposito la nostra nota: Analisi intrinseca delle elicoidi, con particolare riguardo a quelle 
ad area minima ed alle pseudosferiche [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo XXXII 
(2° semestre 1911), pp. 143-157]. 
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. ve dU 
e poi ancora dividendo per -— e derivando -rispetto ad u: 














du 
dX, dy, 
Lo ddu i 4(au | _, 
Ved Ass Produ ho tae 
du du 
Se le due derivate: 
dX, di 
d | du d du 
du | aU |”? du | dU 
du du 


sono nulle, X, ed Y, sono legate da una relazione lineare, ed allora la linea genera- 
trice è una retta, precisamente come la (22). 

Se poi queste due derivate non sono entrambe nulle, dalla precedente uguaglianza 
deduciamo che il rapporto di f (v) ad f,(v) non dipende da v, cid che è escluso per 
ipotesi. 

| I EN i agio 
Adunque bisogna porre — = 0, cioè ammettere che la curva generatrice sia 
r 


I 


piana. 
In tal caso, risultando anche D' = o, dalla seconda di Copazzi e dall’invariante 


di Gauss si ottiene come prima la (24), di cui l'integrale generale è: 


Ta RE Er 
— = F’(v) — 
VG V ©) ( Ou ) 
con F*(v) funzione della sola v. 
D'altra parte la prima delle (1) e l’invariante di Gauss ci dänno: 
LYC ave 
DOs 


_ ave 


I ou? 





I 


— = D— 


e quindi per la precedente: 








Nel caso che sia =o, la curva generatrice è rettilinea come la (22’) e quindi 


2 G 
ou? 
il teorema resta dimostrato. 
2 


.®YG 
Se poi as # o, per determinare F°(v) osserviamo che dalla precedente e dalla 


(22') si deduce: 








RO IO eae 
1 (f, (VA (u) + f, (v) Y" (u)) ) 
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e quindi, giacchè R, e p, sono funzioni della sola u, occorre e basta che 


IO) 


(FI + SY) 


sia funzione solamente di u. 





Andiamo a dimostrare che a questa condizione si soddisfa solamente ponendo: 


FO=f0+£0), 


a meno che non sia costante il rapporto di f,(v) ad f,(v), nel qual caso si potrebbe 
prendere per F(v) una funzione in rapporto costante con Ca! 

Se infatti si potesse soddisfare altrimenti alla predetta condizione, indicando con 
U una funzione non identicamente nulla della sola u, si dovrebbe avere: 


f(O(UX)) + f, CG) (U TG) = VF Co) — FO) — FC) 


e quindi derivando rispetto ad u: 





sO (UA) + (UNI) =o. 


Ora se le due derivate: 


= (UX! (u)), es (U Y"(u)) 


sono identicamente nulle, allora X!’(w) ed Y”(w) hanno un rapporto costante, e quindi 
X,(u) e Y/(u) sono legate da una relazione lineare. 
Considerando allora che si ha: 


KE (ui) + Y°()=1 
si conclude che X’(u) ed Y’(u) sono costanti cioè che la curva generatrice è una 


retta. 
Se poi le due derivate: 


ae (U A (0), ie (U Y"'(u)) 


non sono entrambi nulle, allora dalla precedente uguaglianza si deduce che il rapporto 
di f,(v) ad f,(v), che non può dipendere da u, non dipende da v, e quindi è costante, 
ciò che è escluso per ipotesi. | 

| La proposizione è adunque dimostrata. 

Dai ragionamenti fatti in questo numero segue che: 

Le sole curve piane possono muoversi in modo da rimanere ortogonali alle trajettorie 
dei loro punti e che esse siano inoltre linee di curvatura sulle snperficie generate. 

Ci occuperemo in appresso (n° 18 e 19), per le modanate studiate in questo numero, 
della determinazione della sviluppabile direttrice 3. 
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È degno di nota il fatto che, dato l’elemento lineare di una superficie, si può con- 
cludere che essa è applicabile ad una modanata qualora si possa trovare una trasforma- 
zione di parametri per cui detto elemento possa assumere la forma: 


due Go, 


con G funzione tale di u e di v, che si possa determinare una funzione F*(v) della 
sola v, per cui l’espressione: 

9° VG 

Ou? 


Vro-(2) 


Chiudiamo questo numero osservando che se invece di partire dalla (20) si partisse 
dall’altra: 











sia funzione della sola u. 


de = dw + [f,(o)X, (u) + f, (0) ¥,) HF, OP EA. 


che ne differisce per la presenza del fattore ®°(v) nel coefficiente di dv’, la modanata 
relativa, quantunque generata dalla stessa curva, è diversa da quella di cui la (20) e 
le (23) sono le equazioni intrinseche. 

Quello che è veramente notevole è che, queste due superficie hanno, nei punti deter- 
minati dagli stessi valori dei parametri u e v, la stessa curvatura totale K e non sono 
applicabili Tuna sull'altra. 

Infatti la terza delle (7) si riduce, per E = 1, alla seguente: 


1 VG 
A OH 





dalla quale si scorge appunto che K non muta quando si moltiplica G per una fun- 
zione di v. 

Una conferma al fatto che le due superficie non sono applicabili 9), si ha calco- 
lando il parametro differenziale primo 5°) A K della curvatura per le due forme di 
elemento lineare considerate. 


9) BIANCHI, loc. cit. !), vol. I, pag. 218. 
10) Se la forma dell’elemento lineare di una superficie ci è data da: 


ds? = Edw? + 2Fdudv + Gav? 
il parametro differenziale primo di una funzione 9, ci è dato dalla formola: 
Ro er (< 1 
A B(5t) —2F du Saas ia) | 
STE EG—F ; 
BIANCHI, loc. cit., pag. 93. 
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Questi parametri sono: 





(55) aK} 
LOXWFLOY (a) EF, OF À (Sa) 

37) She 
TOXWFIOrwWFO + (x): 


e da questi si scorge che per l’applicabilità è anche necessario che sia 22 — o, cioè 


Ov 





che X sia funzione solamente di u. 
In questa ipotesi, indicando con U una funzione della sola u, si ha 


1 0°VG 
VG du 

da cui, sostituendo a G una delle sue espressioni che figurano nell’elemento lineare, si 

avrà in ogni caso: 


LOAM — LAU HL) — ¥,@)U]—f,@)U = o. 


Con un ragionamento già fatto da questa si ricava che, o il rapporto di f,@) 


U 


ad f,(v) è costante ed allora siamo nel caso (6), oppure che si ha: 


Y, (4) ni 
Hae Y (u) = — b, 





(25) gf) — X (uv) = — a, 


| essendo a, b costanti. 
In virtù di queste la precedente diventa: 


U(af,~) + f,@) +f,@) = 0 
quindi se non è U=o, nel qual caso siamo in presenza delle rigate sviluppabili, dovrà 


essere af (V) + bf,(v) + f,(v) =o. 


Allora, tenuto conto che X' X"-+ Y! Y” =o, moltiplicando le (25) rispettivamente 
per Xx (uw) ed Y'(w) e sommando, si ricava: 


XX, (0) — a] + Y[Y,@ — b] = o. 


Da questa, integrando, si ha: 
[A Cu) — a? +[Y,(4) — bP =e, ¢ = cost. 
Se invece deriviamo, per le formole (25) si ha: 
UA, — 4)! EC, — 4] +1 =0, 


e perciò, per la precedente, risulta: 
I 


==, 


C 
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Si conclude allora subito che la curva generatrice è una circonferenza di raggio c 
e la superficie corrispondente alle due forme dell’elemento lineare, una sfera dello stesso 
raggio. 

Pur tuttavia non è qui il caso di parlare di applicabilità nel senso che le linee u 
si dispongono sulle linee u, poichè se f (v) non è in rapporto costante con f, (v), non 
è possibile identificare, come in generale, i due elementi lineari. 


CASO (0). 


16. Modanate deformabili in altre con deformazione della curva generatrice, — Tornando 
alle considerazioni precedenti osserviamo che essendo: 

















MOTO (palo + re) +10 


Wo) RE) VF (0) +f) 


quando è costante il rapporto di f (v) a f,(v), sono anche costanti Me 
! VA Co) +£@) 
d —— (9) ———. Allora con una rotazione degli assi, cui è riferita la curva ge- 
OHR) 
neratrice, possiamo far si che G dipenda da una sola delle sue nuove coordinate 
X,(w), Y.(1) 
Supposto f,(v)=0, nella (20) compare solo la funzione X (u) e quindi le equa- 
zioni parametriche della curva mobile ci sono date da 








(26) X=X() Y=Y,w= i Vi — X? (du, 


e per la (22'), 
I X" (u) 


Pi yYızza) 





Per procedere più speditamente osserviamo che, con un’opportuno cambiamento 
del parametro v in una sua funzione, alla (20), in questo caso, si può dare la forma: 


(27) ds = du +[X,(u) + fo) de”. 

Ora se esiste una superficie modanata applicabile a quella generata dalla curva 
piana (26), in modo che si corrispondano le generatrici, il suo elemento lineare, fis- 
sando opportunamente l’origine degli archi nulla nuova generatrice, deve potersi ridurre 
in primo luogo alla forma precedente, cioè a: 


COS ds — dw +[X(u) + F()}de, 


ed inoltre v, deve essere una tale funzione di v da soddisfare alla relazione: 


KW +/0) = [X@ + FONT. 


| 
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Derivando questa rispetto ad #, otteniamo: 
dv 
A (4) — X"(u) 77 


Da questa e dalla precedente, considerando che X’(w) ed X' (4) sono funzioni della 
sola u ed indicando con k ed h delle costanti, si ricava : 


I 


(29) font X(u) = kX (u) +b, Fw) =kf(v)—b 





fissando v, in modo che si annulli insieme a v. 
Adunque la curva generatrice della nuova modanata avrà per equazioni parame- 
triche : 





Dec A (ib) ih. Vi [vi — kX”? (u)du, 


€ per equazione intrinseca : | 

I k X"(u) 
(30) PART Peer SSS =’ 
p Vi — kX”(u) | 





Esaminando i vari casi studiati al Capitolo II, nell’ipotesi G, = 0, si vede che le 
formole precedenti convengono al caso (C), n° ı1, cioè alle modanate che ammettono 
per sviluppabile direttrice X un cilindro, oppure quando è f(v) = o al caso (D), cioè 
alle superficie di rotazione 1). 

Indicando adunque con w ed - Parco e la curvatura della sezione retta del 


cilindro direttore X di una modanata generata dalla curva (26) la (11), ci da 
eo — u. 

Assumiamo su questa modanata come parametro u l’arco della (26), per cui es- 
sendo allora : 





IA (X, (u) — w) 
preve r° dl 


elemento lineare di questa modanata ci sarà dato dalla prima delle (15), cioè da: 


X (u) — w) 
FE pata Gath 3) dw. 








Identificando questa con la (28) si avra: 
ze be _ _ 4f() 
(31) — du, w=—fo) r= I. 


Dalla eliminazione di v tra queste due ultime si avrà l’equazione intrinseca della 
sezione retta del cilindro direttore X della modanata corrispondente alla forma (27). 


11) BIANCHI, loc. cit. !), vol. II, pag. 267; CEsARo, loc. cit. 2), pag. 178; DARBOUX, loc. cit. 4), 
I" Partie, pag. 105. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLI (1917). — Stampato il 5 dicembre 1916. 4 
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La prima delle precedenti ci dà il significato del parametro v, esso rappresenta 
l'angolo che la tangente alla suddetta sezione fa con una retta fissa del suo piano. 


ier I 
Analogamente indicando con w, ed — l'arco e la curvatura della sezione retta 
I 


del cilindro direttore x, della modanata corrispondente alla forma (28), si avrà: 


RIE AVE 


dw, 
I I dv, x 


r 


I 


Da queste formole e dalle precedenti tenuto conto delle (29) si deduce : 


9 4 — 2 
WR e 





Se adunque : 


r= (0) 


è l’equazione intrinseca della sezione retta del cilindro X, quella della sezione retta del 


TRE UE) 
PE 2 A (lu 


17. Modanate deformabili in altre con conservazione del cilindro direttore. — Queste 
formale suggeriscono lo studio di quelle modanate applicabili Puna all'altra nel senso 


cilindro X,, sarà: 


predetto, che ammettono lo stesso cilindro direttore. 

Fissata k 41, dalla considerazione delle due precedenti risulta che la soluzione di 
questo problema equivale alla ricerca di quelle funzioni y che soddisfano all’equazione 
funzionale : 


x (w) = By (+) 


avendo posto h = o, ciò che equivale a fissare per origini sulla curva e sulla trasfor- 
mata due punti in cui le flessioni sono uguali. 

A questa equazione funzionale si soddisfa prendendo per y(w) il prodotto di w° per 
una funzione periodica dell'argomento log w e di periodo uguale a log k. 


1 (0) = wre) 
ya) =4(3), 
NEL o 


Ponendo infatti : 


la precedente diventa : 


cioè 


la quale prova l’affermazione. 

Notevole è il caso in cui si prende per funzione periodica una costante, poichè 
allora a qualunque deformazione della modanata corrisponde sempre lo stesso cilindro 
direttore. 

È facile in tal caso scrivere in virtù delle posizioni precedenti l’equazione intrinseca 
della sezione retta di questo cilindro; essa è: 


(32) raw 


per PL De a 
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Le superficie corrispondenti alla soluzione 4 = 0 sono manifestamente quelle di 
rotazione, cui si riducono le modanate in discorso nel caso limite in cui il cilindro de- 


genera in una retta. 
Chiamato © l’angolo che la tangente in un punto generico della curva (32) fa con 
una retta fissa del suo piano, si ha: 


p —= b — me (cost). 


aw 


Da questa espressione di 9 si scorge che la curva ha un polo nell’origine degli 
archi e che quando un punto percorre la curva allontanandosi dall’origine, sia in senso 
positivo che negativo, la tangente in esso alla curva tende a disporsi in modo da fare 
un angolo uguale a b con la retta fissa. 

Assumiamo per origine delle coordinate il polo e per direzione dell'asse delle x 


1 | I WA 
quella relativa al valore di b. Sarà: = — — e quindi: 
aw 


w co 
I I COS 
= j} cos dw = — Lf do, 
o aw dro 
ww co 
I I sen 
y=— sen — dw = — do 
: aw DE wie 


dalle quali, integrando per parti, si ha: 


4 cosp |", 1 f sen, en sen © 
«=|+ an intra F DA At 


aa merca [2a =? hl - RIT 
y | Uni Ey Moggi er 


Queste formole ci dicono che x è funzione reti di © mentre y è funzione pari, 
cioè che la curva esce dal polo con due rami simmetrici rispetto all’asse delle y e che 




















questi due rami sono assintotici alla retta all’infinito, come si scorge considerando che 


= — 0 diventano infiniti i valori di x e di y. 
w 


18. Determinazione del luogo degli assi immobili data la curva generatrice e la curva- 
tura totale della superficie lungo le trajettorie di due punti — Ritornando allo studio gene- 
rale delle modanate riferiamoci al caso in cui f (v) ed f,(v) non hanno rapporto co- 
stante. In ogni caso si ha: 


(33) ds = du° + [f,(V)X(M+f.()Y. tf (0)}4v, 
Bercuisle (23) e (22°)/ci danno: 








I I TRAE DA pe EN VG he ne 2 re 
(34) (Fu ERBE. GO RR. FAY +S, 
pone fr» pe 
Pie ll 
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ove À, w indicano i coseni direttori della normale alla curva generatrice rispetto agli 
assi cartesiani cui essa è riferita. 
Consideriamo l'equazione : 


(35) FATATO) 


essa per ogni valore di v rappresenta una retta del piano della curva generatrice, e 
I 

N 
malizzante, la distanza del punto X, (u), Y (u) da questa retta, mentre il numeratore, 
a meno dello stesso fattore, ci dà il coseno dell’angolo 4, che la normale alla curva 


quindi nell’espressione precedente di il denominatore ci dà, a meno del fattore nor- 


generatrice in questo punto fa con la normale alla retta stessa. 

Dunque il segmento di normale compreso tra il punto della curva e la retta in 
discorso è precisamente R,, e quindi la retta (35) è l’asse istantaneo di rotazione. Il 
raggio di flessione p, della trajettoria del punto (X, Cais (1) e l'angolo è, ci sono 


dati per ogni valore di v dalle formole : 


aX, | dv, 
(36) SIZE WER > COS © lee sen Ù Br au 
AL a ATI Wier ee Vn 


Questa espressione di sen, si verifica immediatamente ricordando che X e u. sono 


BEI d Dr 
i coseni direttori della normale alla curva generatrice, mentre —— L sono i co- 


du dz 














seni direttori della tangente. 

Si osservi che Ÿ, rappresenta anche l’angolo che la normale alla superficie fa con 
la normale principale alla trajettoria nel punto (X,, Y,). 

Ciò posto distinguiamo due casi secondo che f,(v) è una combinazione lineare a 
coefficiente costanti di f (0) e di f (0) oppure no. 

Nel primo caso, essendo 


af. (v) + bf,()+f,@)= 0 


con a € b costanti, si ha identicamente : 


LOTO TOI 

per cui si conclude che le rette rappresentate dalla (35), cioè il luogo degli assi istan- 
tanei immobili, formano un fascio di centro (a, b), e quindi il luogo degli assi istantanei 
mobili è un cono. 

Se f,(v) non è una combinazione lineare a coefhcienti costanti di f (0) e di f_ (0), 
e non è costante il rapporto di queste due funzioni, la (35) al variare di v inviluppa 
nel piano della curva generatrice una curva che non degenera in un punto, la quale è 
manifestamente quella che nel Capitolo II abbiamo chiamato S$,. 

. . ( . . . . . 

Indichiamo ora con R\, RY’ i due raggi di curvatura normale delle trajettorie de- 
scritte dai punti della curva generatrice corrispondenti ai valori u,, wu, dell’arco u, e 
con (A, v,) € (A,, E.) rispettivamente i coseni direttori delle normali in questi punti 
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alla curva generatrice. Dalla seconda delle (34) deduciamo: 

(RU + x (4))f Co) + (RE + LULO+/0)=0, 
GR + X,(,))f, LER" + TU) fM)+f = o, 
LORD) 


(v 
: LI 
meno che non sia: 


VIRAL AN. fay REV Ca 
(39) TT si Do “à BE ate 1 > 


(38) 


dalle quali si possono dedurre i rapporti 





in funzione di RŸ e di R” a 








Me RE (u) 

Se il valore comune di questi rapporti è diverso dall’unità si soddisferà alle (38) 
ponendo f,(v)=o, e quindi il luogo degli assi istantanei mobili sarà un fascio di rette 
o una retta sola secondo che il rapporto di f (v) e di f, (v), ricavato da una delle (38), 
risulta o no funzione di v. La modanata corrispondente sarà allora a sviluppabile diret- 
trice conica o si ridurrà ad una superficie di rotazione. 

Se il valore comune ai rapporti (39) risulta uguale all'unità le (38) si riducono 
ad una sola. In questo caso dalla (39) deduciamo : 


CDR CA CO CS) lo, 
Pi RY? mette RO) fe (qe (u,) LE K; (u,)) A 


le quali si dicono che se 4,4, — Au, £ 0 le quantità R' e R® sono due costanti. 
In questa ipotesi le (38) ci dicono che f,(v) è una combinazione lineare a coef. 
ficienti costanti di f (v) e di f,(v) e quindi che il luogo degli assi istantanei mobili è 
c : a : wae (1) (1) he 
un fascio di rette, il cui centro é il punto (X, (EEE ae, (+, RY’) coinci- 
’ r (2) (2) 
dente con l’altro (X, (u,) ap Ag dey, Yet R' i 


Se poi A wu, — À 4, = 0, si deve avere anche: 


ZIE 


AY, Cu) — ¥,@,)) — p, (X,(#,) — X,(u,)) = 0, 
"ef ie (u,) — Y, (u,)) — U, (X, (u)— X, (u,)) io: 


altrimenti le (39') sarebbero incompatibili ed il valore comuni ai rapporti (38) non 
sarebbe l’unità. 

Queste ultime insieme all’altra X, wu, —à,u, —0, ci dicono che le due normali nei 
punti u=%,, «=, coincidono, ed inoltre che le funzioni R® e R? non bastano per 
la determinazione del luogo degli assi istantanei. 

Osserviamo ora che la curvatura totale della superficie lungo la trajettoria di un 


\ 


punto della curva generatrice è uguale al prodotto della flessione di questa nello stesso 


(39’) 


I + 
punto per la curvatura normale Fa della trajettoria. Da ciò e dalla considerazione delle 


(38) segue che: Data la curva generatrice e la curvatura totale della superficie lungo le 
trajettorie di due punti resta definito il luogo degli assi istantanei immobili, a meno che 
le normali alla curva generatrice in questi punti non coincidano. 

19. Determinazione della sviluppabile direttrice 3. — Nel caso che la sviluppabile di- 
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rettrice non è nè un cilindro nè un cono il quadrato dell’elemento lineare e: 


ds = du +[f,(0)X,() +4, Y, (0) +, Far, 


ove f,(v), f,(v), f,(v) non sono legate da alcuna relazione lincare a coefficienti costanti. 


Partendo da questa forma andiamo a determinare in questo caso la sviluppabile 


‘ : : LES : I 8 
direttrice X, e cioè l’arco s’, la flessione —- e la torsion 


P 





lo di re- 





gresso S in funzione di v. 

Consideriamo a tal uopo l’angolo di due generatrici consecutive, con le quali ven- 
gono a coincidere due assi mobili consecutivi. Questi formano un angolo infinitesimo 
uguale al differenziale d,, dovuto alla variazione della sola v, essendo ¥, l'angolo de- 
finito al n° 17. 

Si ha quindi manifestamente : 


HO Pages angy, = LOXO+LOVO 
~ dv dv? FFL Oe 


, nel a . 
In questa espressione di — il parametro u figura apparentemente, in realtà essa 
P 








dipende dalla sola v, perchè così accade dell’angolo di contingenza relativo alla S. 
’ 


IIa FE 
Per calcolare -— si osservi che ds’ rappresenta anche il differenziale dell’arco del- 


dv 


l’inviluppo S, degli assi mobili, le cui equazioni parametriche ci sono date (n° 18) dalle 


funzioni X, Y di v ricavate dalle due equazioni : 


fSOXTLOYTH+f@)=o0,  ÉCX + (v)Y + f,(v) = 0, 


cosicchè sarà : 
TER dY 
(7) +4 dv ) 


ds’ 
Per calcolare la torsione — si osservi che l’angolo sn è quello due piani oscu- 





latori consecutivi, con i quali viene a coincidere successivamente il piano della curva 
generatrice. Adunque quest’angolo è uguale all’angolo di contingenza della traiettoria di 
un punto qualsivoglia della curva generatrice, cosicchè possiamo scrivere : 

dist ai 


! 


Me OES 





Essendo per la (36): 


al Vf) + f (0) 
~ FOXM+FLOY,.© FLO 


ds, =F, OAM + f,(v) Cu) + f,(v)]dr, 


la precedente ci dà: 











WTC) FEMME 


I 
am ds' Nr 
dv V (a) + (77) 











zione S determinata da una sfera di raggio p 
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Nel caso che la sviluppabile direttrice sia un cilindro se ne calcolerà la sezione 
retta come si è detto al n° 16. 
Se infina la sviluppabile direttrice è un cono indicando con s’ Varco della sua se- 


o’ col centro nel vertice, sara: 


AG VA OU TEN 





ss = <: M COS 
ds — dv dv? @ ) 
ove 4, è la funzione determinata dalle (36); dunque fissato p’ da questa formola si 
ri ds’ 
cava =—. 

dv 


Considerando due punti di $ infinitamente vicini i piani tangenti al cono lungo le 


U 


ds I 
generatrici passanti per questi punti formano un angolo che è a dove mer denota la 


curvatura geodetica della linea sferica 8. Osservando che questi piani sono due piani 


da ART 
normali ad una linea v, lo stesso angolo è espresso da —*, essendo p, il raggio di 


2 


curvatura di detta linea. 


Dunque si ha: 
ds' ds 


U 


PC a va 


il Pa 


dalla quale, avuto riguardo alla (36), si ricava : 


I und TV (v) +f; Co). 
pi dv: is an 


dv 











: ; È : I 
Adunque della curva sferica $ conosciamo la curvatura geodetica —-, la curvatura 
i 





normale 


LÀ 


e mediante una quadratura anche l'arco s’ in funzione di v. Allora po- 





tendo determinare la sua curvatura assoluta VE + e la sua torsione assoluta “*), 


resta anche determinata la S$ e perciò anche il cono. 





Le espressioni di ottenute in questo caso e nel precedente mettono in luce un 


r' 
fatto notevole, che del resto si può dedurre dalle considerazioni del Capitolo IT. 

Date in un piano due curve C ed S anche in posizione relativa, assumiamo C 
quale curva generatrice di una superficie modanata e l’altra S come inviluppo degli 


assi mobili di rotazione. 





12) Il raggio di curvatura assoluta p e quello di torsione r di una linea tracciata sopra una sfera 
di raggio R sono legate dalla relazione: 
5 


Cesàro, loc. cit. 7), pag. 142. 
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Indicando con u ed s' rispettivamente gli archi di queste due curve, siano: 
= CNE TL) 


le equazioni parametriche di C ed 


AGIA +TAOCIY+F,6) =0 
l'equazione della tangente ad S, nell’estremo dell’arco s’. 
Il quadrato dell’elemento lineare della modanata dovendo avere la forma: 


ds = dw + Uf, (5) X,) + f,6) 7,6) HEHE, 

dove ®(s’) è una funzione arbitraria di s’, non potrà essere scritto se non si fissa 
questa funzione. 

Dunque si conclude che in corrispondenza ad una data linea S, si hanno infinite 
superficie dipendenti da una funzione arbitraria. 

Consideriamo ora il caso che la linea S, si riduca ad un punto, per es. all'origine 
delle coordinate. In questo caso, chiamiamo s’ l’arco di una circonferenza col centro 
in quel punto. L'elemento lineare della superficie modanata deve assumere la forma: 


ds = du + [f,()X (4) + f,(65) Y,() ds”, 
dove f (s') ed f,(s’) sono due funzioni arbitrarie di s’. 


Adunque data la curva generatrice ed il centro degli assi mobili la determinazione 
della superficie dipende da due funzioni arbitrarie. 





CapitoLo IV. 


Sulle superficie con un sistema di linee di curvatura piane. 


20. Condizione necessaria e sufficiente perchè un sistema di curve piane possa rappre- 
sentare una superficie su cui esse siano linee di curvatura, — Le superficie modanate ap- 
partengono alla classe di superficie con un sistema di linee di curvatura piane. 

Supponiamo di avere riferito la superficie al doppio sistema delle linee di curva- 
tura, di cui quelle del sistema u (v = cost.) siano le piane. Considerando che quando 
una linea di curvatura è piana, il suo piano taglia la superficie sotto angolo costante ‘) 
si deduce che ù deve essere costante lungo ogni linea u. 

Adunque Y, è funzione solo di v e quindi per la terza delle (1) e la (2), D’=o, 





13) CESARO, loc. cit. 2), pag. 152. 
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del OR NE RE SR PS OR RER TERRE SPORE 


come del resto si può ricavare scrivendo l’equazione differenziale delle linee di cur- 


vatura. 

Per la seconda delle (1) e per la seconda delle (14) si ha: 
1 SE EE 
u ee n RIONI G (Ee, 


avendo indicato con — la curvatura delle immagini piane delle linee v. 
P, 
Adunque resta cosi dimostrato il teorema: 


Se sopra una superficie le linee di curvatura di un sistema sono piane, la curvatura 
geodetica di ogni linea di curvatura dell'altro sistema è uguale alla curvatura della sua 
immagine piana. 

Inversamente: se si ha sopra una superficie un doppio sistema di linee ortogonali e 
quelle di un sistema sono piane e se la curvatura geodetica delle linee dell'altro sistema 
è uguale alla curvatura delle loro immagini piane il doppio sistema è quello di cur- 
vatura. 

Infatti per la coesistenza della seconda delle (40) con l’ultima delle (14) Capitolo I, 


occorre che sia: 
du 


cot Y, 5, “0 


la quale dimostra il teorema. 


Le modanate corrispondono al caso in cui ), = o, le rigate sviluppabili al caso 
T 


in eu) — Eu 

Consideriamo due lince # consecutive, i loro piani s'incontrano lungo una retta è 
che è una tangente alla S. Se ora consideriamo le due tangenti alle due linee w nei 
punti in cui esse sono incontrate da una loro trajettoria ortogonale, essendo anche 
questa una linea di curvatura, queste tangenti dovranno concorrere in un punto della 
t, che sarà il centro di curvatura geodetica '*) della linea v che si considera. 

Da ciò segue che: i centri di curvatura geodetica delle linee v lungo una linea u 
si trovano tutti sopra una retta. 

Da questo teorema discende immediatamente che, affinchè un doppio sistema (u, v) 
ortogonale piano possa rappresentare una superficie di cui esso sia l’immagine piana del 
doppio sistema di linee di curvatura è necessario e sufficiente che 1 centri di curvatura 
delle linee di un sistema (v) nei punti in cui esse sono incontrate da una linea (u) del- 
l’altro sistema si trovino in linea retta. 

Quando adunque si ha un doppio sistema di curve in un piano che soddisfino a 
questa condizione si avrà una superficie con un sistema (w) di linee di curvatura piane, 
qualora per curva S, si prenda l’inviluppo delle rette luogo dei centri dei circoli oscu- 
latori delle curve (v) dell’altro sistema, restando arbitraria la funzione che ci dà la tor- 
sione da fare acquistare alla S,. 


14) CesàRO, loc. cit. 7), pag. 163. 
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21. Superficie di JOACHIMSTHAL. — Consideriamo prima il caso in cui la S si ri- 
duce ad una sola retta. 

In tal caso l’inviluppo delle normali ad ogni linea v nel piano rappresentativo si 
deve ridurre ad un punto giacente sulla S per cui le linee v sono nel piano dei cir- 
coli con i centri sulla S, e quindi sulla superficie sono delle linee sferiche. 

Adunque la più generale superficie di questo tipo è costituita da un sistema oo' 
di trajettorie ortogonali di un sistema di sfere con i centri allineati. 

Il sistema piano è determinato qualora si dà una curva u e la retta S,. In tal 
caso i circoli del sistema v hanno per centri i punti di S, e per raggi i segmenti di tan- 
gente alla w data, contati dal punto di contatto fino al loro incontro con la retta S.. 

Osserviamo che allora il doppio sistema ortogonale piano (u, v) è determinato 
senza alcuna quadratura. Infatti la determinazione delle trajettorie ortogonali di un si- 
stema co' di circonferenze dipende dall’integrazione di un’equazione di RiccatI ed in 
questo caso si conoscono tre integrali particolari cioè la curva data e la retta luogo 
dei centri da contarsi due volte. 

Assumendo [come nel Capitolo II, Caso (D)] la retta fissa per asse delle Y,, le 
equazioni del doppio sistema (C,), (C,) saranno della forma: 


co (À, = À sen 0, 


I 


(Y =a-t Roos§, 


I 


con a ed R funzioni della sola u e 9 funzione di u, v cosicchè per le (19), le equa- 
zioni della superficie saranno: 
(o R sen 9 cos 9, 

Y — a + Rcosì, 


(42) 
DA pa qu 


dove @ denota una funzione della sola v. 


La relazione F, = 0, che esprime che il sistema piano (u, v) è doppiamente 
ortogonale, è: 


da 90 
(43) 77 sen vi RZ 


la quale si può scrivere sotto la forma: 
da : 
du NT CONS RO 6 
R send du On? («ang —) | 


. 


Adunque 9 sarà una funzione che soddisfa alla relazione 


Be da 


— — ( 


0 
tang — = Y(0)ev *™ 


ove d (1) è funzione della sola v. 


Se adunque ci riferiamo ad una particolare trajettoria ortogonale del sistema oo' 
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di circoli (v = v, = cost.) ed indichiamo con 4, la funzione della sola u, cu si rı- 
duce 9, seguitando a chiamare con Y(v) una funzione della sola v, la precedente si 
può scrivere: 


(44) tang La = Y(v)t 





Inoltre, assumendo 9, per variabile indipeadente # e facendo sulle (43) v = v,, 


si ha: 


da 
(45) R = EUX sen 0, 


la quale con la (44) e le (42) son dovute a JoacHimsrHAL 15). 

22. Superficie con un sistema di linee di curvatura circolari. — Consideriamo il caso 
che sulla superficie il sistema delle linee u sia un sistema di circonferenze; la svilup- 
pabile circoscritta allora lungo ogni linea u sarà un cono *°) e quindi anche in questo 
caso la superficie risulta da un sistema oo’ di trajettorie ortogonali (le linee v) ad un 
certo sistema co' di sfere. 

Nel caso particolare che questo sistema abbia i centri in linea retta, la superficie 
in discorso si può considerare manifestamente come superficie di JoACHIMSTHAL. 

Questo caso sarà trattato particolarmente in appresso. 

Per ottenere la superficie più generale di quelle che stiamo considerando, basta 
partire da un sistema piano qualsivoglia, di cui le linee # siano circonferenze. 

Che non esiste altra limitazione discende dal teorema: I circoli osculatori delle 
trajettorie ortogonali di qualunque semplice infinità di circonferenze, lungo ciascuna di 
queste, formano un fascio *7), per cui la linea S, è l’inviluppo della retta dei centri di 
questo fascio. 

Per dimostrare brevemente il teorema richiamato, basta considerare due circoli 
consecutivi della semplice infinità data ed applicare il teorema di geometria elementare: 
I circoli ortogonali a due circoli formano un fascio il cui asse è la retta dei centri. 

Sia 
(46) È n À + p, così, 

~== 0 + p, sen 9 
con a, b, p,, funzioni di v, il sistema di circonferenze dato. 
Supponendo  funzione di u e v, affinchè le linee # = cost. risultino ortogonali 


MRO On DART 
alle circonferenze occorre e basta che sia =: LE + <—— pre 


du 


o, la quale, in base 


15) DarBOUX, loc. cit. 4), I" Partie, pag. 117; BrancHI, loc. cit. 1), vol. II, pag. 270. 
15) G. BaGNERA, Corso di Analisi infinitesimale (Tipografia Matematica di Palermo), pag. 263. 
fe A CESARO,- lOc, "cit, 2), (pag 117, 
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alle precedenti formole, può scriversi così: 


OX, oY, 
OUR IE tov i 


vanno Sven 


I 





Dalle (46) si ricava: 





OX, da dp, 09 
<P, a ee a e 
GAM dp 00 
hols RER 3) pred 
ee + To Sn ui 
per cui la condizione ultimamente scritta *°) diventa: 
3 OU N da db 
(47) Bi FRS a cos 9, 





SEITE NAME RTOS ARE LO RON | 
In virtù di questa le espressioni di e aah si possono scrivere: 
v 


Ov 





cute = (F< reeds ibe fd sen 9 AKG ae) COS 0, 


i") sen 9, 








MRC da 
ey = (7: os) + 5 sen 0 + © 


e quindi si ha: 
RR DR O NO 
Ey) +) el) 
d 


o, 
u.) te) i wi 7) seta 
sen + 52 cost 























da 
Du e DC Re be 1 09 

E RG 2,76, Vo 
La S,, inviluppo degli assi mobili, è manifestamente l’inviluppo della retta luogo 
dei centri dei circoli osculatori alle linee v lungo ciascuna circonferenza u. Ora ab- 
biamo già detto che questi circoli osculatori formano fascio e che il luogo dei loro 


centri è l’asse radicale di due circonferenze # consecutive per cui l’equazione della retta 
dei centri si otterrà derivando rispetto a v l’equazione della circonferenza generica (46), 


18) Questa è l’equazione di RiccaTI cui si è accennato sopra. Per ridurla alla forma classica 


O) I 1 
basta porre tang aan t; così essa diventa: 


ot da 
ARTE dv ni ra an); 


DARBOUX, loc. cit. 4), I"° Partie, pag. 114; BIANCHI, loc. cit. 1), vol. II, pag. 263. 
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scritta come segue: (X — a) + (Y — b)’ = ¢%. Cosi si ottiene: 
da db Ban. 
(49) Coe BC) en a re Re dea 
dp 
Questa ci dà il significato geometrico del termine p, Jy. 6550 rappresenta, a meno 


del fattore normalizzante, la distanza del centro della circonferenza u che si considera 
dall’asse mobile corrispondente. 


Supponendo che v rappresenti l’arco della curva luogo dei centri della semplice 
infinità di circonferenze u, sarà: 


es 


per cui la quantità indicata con ¢ nel Capitolo II, cioè la distanza di un punto (X,, Y.) 
alla detta retta, ci sarà data in questo caso dall'espressione che si ricava dal primo 
membro di (49) quando vi si sostituisca ad X e Yi valori X,, Y, (46); così si ottiene, 
tenendo conto della seconda delle (48): 


% = p, (cos 052 + sen 9 te 


Dunque il coefficiente G è dato da: 


(50) 
e quindi, per la (14): 


(51) tang), = 








Perciò si può enunciare il teorema: 

Se una superficie ammette un sistema di linee di curvatura circolari, la tangente del- 
Pangolo che la normale alla superficie lungo ciascuno di questi circoli fa col raggio del 
circolo è costante ed è eguale al rapporto della curvatura di questo circolo alla torsione 
dello spigolo di regresso dell’inviluppo dei piani sui quali giacciono i circoli di curvatura. 

Da questo teorema si deduce che, data una semplice infinità di circoli si può co- 
struire una superficie che li ammette per linee di curvatura e che incontra il loro piano 
sempre sotto un dato angolo costante diverso da un angolo retto, perchè basta prendere 
la funzione arbitraria r uguale a p, a meno d’una costante moltiplicativa. 

Derivando la (49) rispetto a v si ha: 


db dif do. 
nn. + 5 (eg) =o. 


Indicando con ¢ la flessione del luogo dei centri della semplice infinità di circoli 
data, sarà 
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per cui dalla precedente e dalla (49) si ricavano le seguenti equazioni parametriche 


della curva 5: 





=. db d do db 
A ee 3 Poa (GEE Te): 


da d de, da 
Fr cle er be) 
Da queste si deduce, come del resto è evidente geometricamente, che se i circoli 


di curvatura sono tutti uguali ker: = o) la curva S, è la sviluppata del luogo dei centri. 


23. La ciclide di DUPIN. — Proponiamoci il problema di trovare una superficie con 
ambedue i sistemi di linee di curvatura circolari. 

In tal caso, come si è visto precedentemente, p, e '). debbono essere funzioni della 
sola v e poi per le analoghe considerazioni relative alle linee v debbono essere p, ed, 
funzioni solamente di u. Dalla seconda delle (40) allora si conclude che anche tale è 
e,, cioè che, il sistema piano rappresentativo di ogni ciclide deve essere costituito da un 
doppio sistema di circoli ortogonali. 

Ora è noto che ogni doppio sistema piano di circoli ortogonali consta di due fasci 
i cui assi radicali sono perpendicolari e di cui uno incontra le corrispondenti circonfe- 
renze in due punti reali e l’altro incontra le corrispondenti circonferenze in due punti 
immaginari ed eccezionalmente in due punti reali e coincidenti. 

Nel caso in cui il sistema piano è costituito da un fascio di rette e dalle circon- 
ferenze aventi il centro nel centro del fascio, la ciclide è un toro o un cono retto cir- 
colare se si pigliano per curve u le circonferenze e quindi per curva S la retta all’in- 
finito del piano; mentre, quando si assumono per curve u le rette del fascio, la curva 
S, si riduce ad un punto che è il centro dei circoli e la ciclide risulta un cono retto 
circolare. 

Riferendoci al caso generico prendiamo per linee # il sistema di circoli aventi due 
punti base reali A e B ed indichiamo con 24 la lunghezza del segmento AB. 

Chiamando con v l’angolo sotto cui è veduto questo segmento da un punto P 


d’un circolo u di raggio p,, sarà: 

: U pose 
(52) e we 
Pr 





Se ora per parametro u prendiamo il logaritmo del rapporto as il quadrato del- 


l’elemento lineare piano: 


2 2 2 
ds = Edu + G dv 
assume la forma isometrica ‘9) e si ha: 


I I COS D . ..€ dee 


(53) VETO à se 


I 


19) CesAro, loc. cit. 7), pag. 119, €). 
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4 i : : ‘ I : : 
Da questa si avrà, differenziando rispetto ad w, la curvatura —— delle linee piane 
2 


v, cioè (40) la curvatura geodetica delle corrispondenti linee sulla superficie; così ot- 
teniamo : 


I I O I ef Ling” 
(54) e io cn = 


SO E ar 


La ciclide resterà adunque determinata quando si conosce ® e quindi 4, che, come 
sappiamo, debbono essere funzioni solamente di v e di u. In virtù di ciò, per le (52) 
e (54) le curvature normali della superficie: 





E 


U 


I cos Ÿ D I cos Ù 19" D'' sen? 
(55) A en So ae aster iz 








saranno rispettivamente funzioni solamente di v e di u, per cui, chiamandole per sem- 
Clete) eV, sara: 
(SA È 
(56) (Di n RA oe RUE OR 
sen’ y, 
Queste, come è facile verificare, soddisfano alla (4) del Capitolo I, ove si ponga 
G 
CG — 


: in = za ed all’analoga che da essa si ottiene cambiando D, 
Serene sen» 


u, v, Y, rispettivamente in D", v, u, Ÿ,, le quali esprimono che le linee u e v sulla 
superficie sono lince piane. 


Le prime due delle (7) che esprimono le condizioni necessarie e sufficienti per l’e- 
sistenza della superficie, ci danno in questo caso: 


© (EV) — een 


= EM) 10574 N=o, 


cioè successivamente : 


dV NO 
a 
aU I OF 
de Oe 


= log (¥ — U) + À log VE = 0, 


5, 08 CU — 7) + 2 log VE = 0, 


alle quali si soddisfa con: 


Pot: Great) 
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cioè per la (53): 


one v= 2° ER el 
= ne 


24 
Adunque si deve avere 


(57) FASI NA COS DEEE Tra ee 1 b(e' +e") — 2c ia 














ae a } Ries >> F 
Da queste, poichè per le (1) Capitolo-I, si ha: 
cos), = Fe pie tane sae È = È | 


tenendo presenti le espressioni di p, e p, trovate (52), (54) si deduce: 


I 
COS == 
sen v 


(58) 4 e Le" I 
cotŸ, — red en | — a Lo ch Ur c\ 





(bcosv — c), 


ee — 


Da queste formole si scorge che le costanti b e c restano determinate quando si 
assegnano i valori costanti di ), e ù, rispettivamente lungo una linea # e lungo una 
linea v, o cio che torna lo stesso in un punto della superficie. 

Qualunque sia del resto il modo come si determinano i valori di queste costanti, se 
la superficie è reale esse soddisfano ad una diseguaglianza, che si deduce dalla prima 
delle (58) considerando che i valori assoluti di sen v e cos v sono compresi nell’inter- 
vallo (0, 1). 

Risolvendo le (58) si trova: 


— ccosù + bY/b° + cos’ 4, — c° 
b° + cos’ v, i 
bc + cos 4 7b? + cos’), — c° 
bp? + cos’ Y, | 
intendendo che il doppio segno sia insito nel radicale. 
Da queste formole segue che affinchè sen v e cos v siano reali occorre e basta che: 


b + cos d Ne’. 








senv = 


(59) 








COS 


Ora il valore massimo che può assumere cos’ 4 è l’unità, per cui si deduce che 
in ogni caso deve essere: 


(60) PEUT 


Determinate le costanti, resta definita la funzione Ÿ e quindi [Capitolo IT, Caso (D)] 
si potranno scrivere le equazioni parametriche della superficie, quando siano note quelle 
del doppio sistema piano rappresentativo. 

Per scrivere queste assumiamo la retta AB e la perpendicolare ad essa nel punto 
di mezzo O di AB rispettivamente per asse delle X e per asse delle Y. 
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Il centro C d’una circonferenza u ha l’ascissa nulla e l’ordinata uguale ad a cot è, 
per cui le equazioni (46) del doppio sistema ortogonale sono: 





(61) RE SOS SI COST Sen 


1 sen v ? : sen U 


La seconda delle (48) ci dà, tenendo presente la (52): 


— 4 \ 9 
AC ENT ORA CIA A 
sen’ v (COSI Co) sen uv ? 





(62) VE — VG, = 


la quale, ove per YE si sostituisce la sua espressione (53), ci dà 9 in funzione di u 
e di v. 

Note così le equazioni parametriche (61) del doppio sistema piano di circoli che 
rappresenta la ciclide, come si è detto si potranno scrivere le equazioni parametriche 
di questa superficie. 

Vogliamo studiare la superficie senza ricorrere a questo. 

Supposto adunque data una delle costanti, per es.: b, la c deve soddisfare alla con- 
dizione (60). 

Se si assume 0° + 1 = c°, dovrà per le (59) essere è, costantemente nullo o 
uguale a x e quindi | 
Bone, 
fb? +1 vb + 


cosicchè il segmento AB è veduto sempre sotto uno degli angoli dati da queste formole, 


Scheu. == 


le quali determinano due circoli simmetrici rispetto alla retta AB. Dunque la superficie 
è un toro. 

Tornando allo studio della superficie generale, essa è in ogni caso simmetrica ri- 
spetto al piano $ perpendicolare ad AB nel punto di mezzo O. 

Derivando l’espressione (58) di cos v,, si ottiene: 


di bee cos à 
(63) ee 


sen d sen’ v 


dimodochè i valori massimi o minimi dei parametri d e v, sono da ricercarsi tra quelli 
per cui si verifica una delle equazioni: 


b—¢cosv = 0, senv=o, send —=0 
insieme alla prima delle (58), cioè a 


bcos —— 


en TAO 
ae sen Vv 


Se esistono valori di v per cui si ha b—ccosv=o, in generale essi sono quelli 
per cui $, raggiunge un estremo. 
bcosv—c . 
Dalla relazione cos), = us! dedticesecneaihnche: a, sen u = 0° cor- 
| | sen 
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risponda un valore reale di 4 , occorre che si abbia simultaneamente: 


(64) Sen i OU COSTUI AO 
COURONNE sc 

Il valore di cos, corrispondente a senv = 0, si avrà applicando al secondo 
membro della precedente la regola di l’'HosprraL; così si ricava che allora deve essere 
COS —'0 es QUINdIAscH We 

Quando sono soddisfatte le (64), poichè allora la seconda di esse equivale all'altra 


b—ccosv =o, il valore corrispondente di ++ datoci dalla (63) risulta indeterminato; 


dv 
però applicando la regola di l’HosprraL si ottiene: 
RA GE DAI 
AR N 
e quindi non è il caso di parlare di estremo assoluto di v. 


Adunque i valori estremi di v possono essere solo quelli per cui si ha sent, =o, 
cioè, per la prima delle (58), quelli per cui è verificata l'equazione 


I — cos’ v = (bcos v — Cc), 


la quale, quando si conviene di considerare solamente quei valori di v compresi nel- 
l’intervallo (0, x), ci dà due valori v,, v, di v i cui seni positivi soddisfano alle 
due relazioni: 
(65) senv, = bcosv, — €, senv = — bcosv, 

Questi due valori v, e v, corrispondono veramente a due estremi di v, poichè 


2 


MES ware 
come è facile verificare partendo da (63), si ha per essi i 4A 01 
I 





Ciò posto tre casi sono da distinguere, secondo che si ha: 
DIETA E 
Dalla considerazione delle (59) si scorge che nel primo caso cos° ù, può assu- 


mere solo i valori compresi nell’intervallo (c? — 5’, 1) nel secondo e nel terzo tutti i 
valori possibili. 


In corrispondenza a questi tre casi abbiamo tre tipi di superficie sulle quali la linea 
dei punti parabolici risulta delle circonferenze corrispondenti a quei valori di u e di v 
per cui è soddisfatta almeno una dalle equazioni che si deducono dalle (58) ponendo 


Ti TERN, 
Le > oppure Ve 3» cioè: 


bcosv—c=o oppure bchu—c=o. 


Da queste risolvendo si ha: 


„_e+VeZR 


C 
COS VU = hag er ne hen > 
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e quindi le superficie del primo tipo (0° < c° < b° + 1) hanno una linea di punti pa- 
rabolici reale costituita da due circoli v corrispondenti a due valori reciproci di e", e 
per ciò simmetrici rispetto al piano ® perpendicolare ad AB nel punto di mezzo. Le 
superficie del secondo tipo (c? < b°), qualora per ragione di simmetria si considerano 
tutti i possibili valori di v, hanno la linea di punti parabolici costituita da due circoli 
u uguali, e quelle del terzo tipo dalle due linee v — 0, # =o che sono due rette 
come si deduce dalle (57), (52) e (54). 

Per le superficie del primo e del secondo tipo la linea dei punti parabolici è invi- 
luppo di assintotiche 7°), poichè lungo essa si ha per la (56) e (57): 





EA nL) 10; do =0 
oppure 
DEC Re Be 0, ISS 
Dalla (52), cioè da: 
a 
Pr senv? 


si scorge che tutte le circonferenze u, che costituiscono la superficie sono quelle i cui 
raggi sono compresi nell’intervallo i cui estremi sono i valori assoluti delle quantità 
a 
e 
sen U, sen v 








, una delle quali nel caso delle superficie del terzo tipo ha valore in- 


finito. 
Considerando poi che lungo le due circonferenze aventi i raggi rispettivamente 


si Ga per le (57) € (65) 








uguali ad 
o 


TIME cone ce Sen Vo I sen 7, 


pr RUE ee VEDO LED 


u u 





si conclude che queste due circonferenze sulla superficie sono geodetiche e si può di- 
mostrare che sono inoltre complanari. 

Esclusi i punti A, B considerati come limiti di circonferenze v, anche tra queste 
esistono due geodetiche, quelle per cui ù, = 0, cioè, per la (58), quelle per cui si ha 
sh u = 0, e quindi e' = + 1. Queste geodetiche sono in ogni caso le sezioni della 
superficie col piano perpendicolare ad AB nel punto di mezzo. 

I raggi di queste circonferenze ci sono dati in base alle citate formole da: 

a —a 


R, = ) SEO 


vb—c 
e si può dimostrare che queste circonferenze per le superficie del primo tipo sono in- 








20) Vedi la nostra nota, Sulla linea dei punti parabolici di una superficie [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, Tomo XLI (1916), pag. 54-58]. 
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terne l’una all'altra, per quelle del secondo tipo esterne l’una all'altra e per quelle del 
terzo tipo si riducono ad una retta e ad una circonferenza non secanti. 

Tanto basta per avere un’idea chiara dei tre tipi di ciclidi che stiamo considerando. 

Nella rappresentazione piana dei due primi tipi di superficie le linee # sono le cir- 
conferenze del fascio interne alle due lunule determinate da una delle due circonferenze 
v,, v, € dalla simmetrica dell’altra rispetto ad AB. Per le superficie del terzo tipo, 
supposto v, £ 0 e v = 0, le circonferenze u sono la v,, la retta AB e tutte quelle 
che hanno raggio maggiore che quello di v, con i centri dalla banda di AB in cui 
giace il centro di v,. 

Riferendoci alla sezione della superficie, che si considera, col piano delle circonfe- 
renze v,, v, siano C e Di centri di queste ed (E, F), (G, H) le coppie di puati in 
cui esse sono incontrate rispettivamente dalla CD, segnati in modo che E e G re- 
stino dalla stessa banda di AB. Le circonferenze sezioni col piano perpendicolare ad 
AB nel punto di mezzo avranno per diametri FG ed EH se essa è del primo tipo, 
EG ed FH se essa è del secondo tipo. 

Le normali alla superficie nei punti dove i circoli v, e v, sono tagliati da un cir- 
colo generico # = cost. coincidono coi raggi dei circoli v, e v, appunto perchè questi 
sono geodetiche. 

Il luogo dei punti d’incontro di queste normali è una curva cui si riduce una falda 
dell’evoluta. 

Questa curva è un’iperbole o un’ellisse secondo che si è in presenza di una super- 
ficie del primo o del secondo tipo, i cui fuochi sono in ogni caso i centri C, D. 

Infatti, riterendoci per esempio alle superficie del secondo tipo, se P e Q sono i 
due punti uno di v, e l’altro di v, in cui queste sono incontrate da un circolo ad esse 
ortogonale, i quali punti nel nostro caso sono dalla stessa banda di AB, le rette CP, 
DO s’incontreranno in un punto R tale che: QR = RP, per cui si avrà: 


CR+DR=CP+D0=r+r, 


chiamando con r, ed r, i raggi delle circonferenze v, e v,, ciò che prova la proposi- 
zione. 

Questa ellisse passa evidentemente per i punti 4 e B ed inoltre per i punti di 
mezzo dei segmenti FH, EG. 

Infatti, chiamando / il punto di mezzo di FH, si ha: 


Cl+ DI=CI+HI4+DH=CI+IF+DH=CF+DH=r,+r. 


Analogamente si procede per dimostrare che l’iperbole relativa alle superficie del 
primo tipo passa per A e B, tra la differenza dei raggi vettori uguale a |r, — r,| 
passa per i punti di mezzo dei segmenti FG, EH. 

Nel caso particolare in cui r, = r, la ciclide è un toro e l’iperbole in discorso si 
riduce alla retta AB. 

Considerazioni analoghe provano che l’altra falda dell’evoluta nei due casi si riduce 
ordinatamente ad una ellissi o ad una iperbole, che si ottengono con costruzioni ana- 
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loghe sostituendo alle due circonferenze v,, v,, quelle di diametri FG ed EH per le 
superficie del primo tipo e quelle di diametri EG, FH per quelle del secondo tipo. 

Da cid si conclude che per i primi due tipi le due falde dell’evoluta di una ciclide 
si riducono ad una ellissi e ad una iperbole in piani perpendicolari e tali che ciascuna 
passa per i fuochi dell’altra. 

Analogamente per le superficie del terzo tipo, come facilmente si pud dimostrare 
le due falde dell’evoluta si riducono ad una coppia di parabole in due piani perpendi- 
colari l'una passante per il fuoco dell’altra. 

Non insistiamo più oltre, poichè da quanto precede risulta chiaramente come si 
debba procedere per lo studio delle ciclidi che si ottengono assumendo per linee uw i 


circoli di un fascio con i punti base immaginari eventualmente coincidenti in un punto 
reale. 


Palermo, luglio 1916. 
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SULLA RISOLUZIONE APIRISTICA, IN UN CORPO QUADRATICO, 
DELLE CONGRUENZE BINOMIE SECONDO UN IDEALE PRIMO. 


Nota di Vincenzo Amato (Catania). 


Adunanza del 9 luglio 1916. 





Essendo m un numero intero relativo, non divisibile per il quadrato di alcun nu- 
mero primo, denotiamo con k({/m) il corpo quadratico determinato dal numero Ym, 
cioè l’insieme delle espressioni razionali di Ym. Posto 


(Mea 1% m, 


Aue ehe 


OVVETO 


1 


secondo che abbia luogo il primo o il secondo dei seguenti casi: 
ml, m=ı (mod. 4), 


è noto ') che un intero del corpo k(f/m) si può mettere sotto la forma 


«+ Ba, 
essendo « e ß interi razionali. 
Sia P un ideale primo del corpo k({/m), e p il numero (intero razionale) primo 
che appartiene a P. 


Una congruenza binomia il cui modulo sia P, si può mettere sotto la forma 
(1) x"==a (mod. P), 
supponendo, senza ledere la generalità, che n sia divisore di N(P)— 1, essendo N(P) 
la norma di P, cioè 
N 
ovvero 


N(P)= p', 


1) Cfr. I. SOMMER, Vorlesungen über Zahlentheorie. Einführung in die Theorie der algebraischen 
Zahlkörper [Leipzig und Berlin, Teubner, 1907]; o la traduzione francese di A. Lévy: Introduction 
à la theorie des nombres algébriques [Paris, Hermann, 1911]. Cfr. anche P. BACHMANN, Grundlehren 
der neueren Zahlentheorie (Leipzig, Göschen 1907]. Si possono anche consultare le seguenti opere: 

P. G. LEJEUNE DIRICHLET, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4 Aufl. (Braunschweig, F. Vieweg und 
Sohn, 1894); o la traduzione in italiano di A. FAIFOFER (Venezia, tip. Emiliana, 1881). 

D. HiLBERT, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper [Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, t. IV (1897)]; o la traduzione francese di A. Lévy [Paris, Hermann, 1913]. 
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a seconda che P sia di 1° o di 2° grado. Il numero 4 è supposto intero del corpo 
k(Ym), soddisfacente alla condizione 


N{P)=r 


(2) a" =I (mod. P). 





La (1) ammette # soluzioni (appartenenti all’ideale formato dagl’interi del corpo 
dato). 


Sia P di 1° grado. I numeri 
ILA PERO rr" 


formano evidentemente un sistema completo di resti secondo P. Si può perciò sosti- 
tuire nella (1) ad 4 il numero intero razionale, che denoteremo con la stessa lettera, 
al quale 4 è congruo (mod. P). La congruenza 


x"==a (mod. p) 
ammette intanto, poichè ha luogo la condizione 


p-1 
ree 


a SI (mod. p), 


n radici le quali costituiscono le  soluzioni della (1). 

La risoluzione della (1), se P è di 1° grado, è perciò rimandata alla risoluzione 
di una congruenza binomia (mod. p) nel corpo razionale. 

Sia P di 2° grado 7). I numeri che lo compongono sono i multipli (secondo 
qualsiasi intero del corpo) di p, cioè si possono mettere sotto la forma p(x + Bo), 
essendo « e ß interi razionali. 

La risoluzione della (1) si può allora rimandare alla risoluzione di due congruenze 
(mod. p) nel corpo razionale. Infatti, posto 


9 feel À + Bo, 
ex +x,0, 


(x, + x 0) = a + bo (mod. P), 


dalla quale congruenza, separando i coefficienti di © nei due membri dagli altri ter- 


si ha dalla (1): 


mini di essi che non dipendono da ©, si ricavano due congruenze nelle x,, x, secondo 
il modulo p. 


\ . . . » Le . o 
In questo lavoro sarà trattata, sempre nell’ipotesi che P sia un ideale primo di 2 


. . ; . ER ° Anna in. 

?) Fissato il numero m, perchè un numero primo p del corpo k(1 m) dia luogo all'ideale prin 
cipale (p) = P primo di 2° grado, il discriminante d del corpo, che è 4m, se m1 (mod. 4), ed è 
m, se m = (mod. 4), deve essere non-residuo quadratico di p: ciò che, col simbolo di LEGENDRE, 


: d 
si esprime con la notazione: (=) = I. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 28 gennaio 1917. 7 
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grado, la questione più generale di determinare un polinomio in a (soluzione apirist'ca) 
che fornisca, per ogni a residuo n° di P, una soluzione della (1). La questione 
è stata risoluta dal Cırorra 5) nel corpo razionale con un procedimento che può esten- 
dersi facilmente ad un corpo algebrico qualunque 4). In tal caso però la ricerca merita 
di essere approfondita, perchè, avendo di mira il lato pratico della questione, conviene 
ricondurre l’investigazione nel corpo razionale. È quello che ci proponiamo di fare in 
questa nota, limitatamente ad un corpo quadratico qualunque. Mostreremo infatti che 


nel corpo k(f/m) la determinazione di una soluzione apiristica della (1) si può riman- 
dare alla risoluzione di congruenze, secondo il modulo p, aventi per cocfhcienti nu- 
meri noti (e però indipendenti da a), le cui soluzioni debbono pertanto ritenersi note. 

Ci occuperemo poi di ricercare in quali corpi quadratici le soluzioni della con- 
gruenza 


n 


x" = I (mod. P) 


siano le # radici #"° dell’unità e perciò indipendenti dal modulo P, cosicchè la risolu- 
zione apiristica della (1) possa effettuarsi qualunque sia il modulo stesso P: troveremo 
che ciò ha luogo per un corpo quadratico qualunque quando n= 2, pel corpo k(f/— 1) 
dei numeri complessi di Gauss per n = 4, e per il corpo k(/— 3), definito da una 
radice cubica primitiva dell’unità, per n = 3 ed n= 6. Questo risultato è anche note- 
vole per il fatto che in questi due corpi sussiste l’unicità della decomposizione dei 


numeri in fattori primi, cosicchè si rende inutile l’introduzione del concetto di ideale °). 
1. Data la congruenza 





(3) x"==a (mod. p), 
essendo # divisore di p — I (ciò che si può supporre senza ledere la generalità), e 
pi 
a” =I (mod. p), 


la risoluzione apiristica della (3) è fondata sulla ricerca di un sistema completo di n°" 
— I Le 
grado (mod. p), cioè di un sistema di a numeri le cui potenze n° siano tutte 


incongrue fra loro (mod. p). 


3) M. CipoLLA, Sulla risoluzione apiristica delle congruenze binomie secondo un modulo primo [Ma- 
thematische Annalen, Bd. LXIII (1906), pp. 54-61]. 

4) Il D. A. LANCIA, nella sua dissertazione di laurea (1915, inedita), ha esteso le principali 
proprietà delle congruenze ordinarie a quelle i cui moduli sono ideali primi, ed ha applicato il metodo del 
CipoLLA, di cui faremo parola in seguito, alla risoluzione delle congruenze binomie secondo un ideale 
primo di un corpo algebrico. 
| 5) P. BACHMANN, Zahlentheorie. III. Teil: Die Lehre von der Kreisteilung [Leipzig, Teubner, 1872] 


pp. 150-156 e pp. 185-190. 


si 
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La determinazione di un sistema completo di ni"° srado si può fare cercando 
oO 
prima un sistema completo di soluzioni della congruenza 


(4) x" = 1 (mod. p). 
Se 
I, Yr Ya) 2027 tee 


è un tale sistema, si può sempre determinare un sistema completo di numeri incongrui 
tra loro (mod. p), e non divisibili per p, della forma seguente 





I, Tr langs ato 

ay a,Yı a, 133 Nero LIRE 

a, ; datata GTS TRL, AL 
> ee) ee FREE? Cr Tua 


n n n n 


Allora, per ottenere un sistema completo di ni™° grado basterà scegliere un nu- 
mero e uno solo di ciascuna riga di questo quadro. 
Determinato un sistema completo 


di n'™° grado, si dimostra che il polinomio 


At49+ 4,084 +4, 0°”, 





nel quale sia 





e) (mod. p), 
n 


è una soluzione apiristica della congruenza binomia Cy): 
Un particolare notevole sistema di 1'™° grado si ottiene subito, quando sia nota 
una radice primitiva g di p: tale è il sistema 


2 n 
FRESE Day RA 4 


2. L'analisi del CiporLa riassunta nel n° 1 per la risoluzione apiristica della (3) 
nel corpo razionale, si può facilmente estendere per la risoluzione apiristica della (1) 
in un corpo quadratico: basta cambiare pin N(P)=p° (avendo supposto P di 2° 
grado), e mod. p in mod. P. 
Anche in un corpo quadratico la conoscenza di una radice primitiva g di P po- 
trebbe servire alla determinazione del sistema completo di n'"° grado (mod. P): 
Sca 


n 


I, 8 RL , 
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Noi fonderemo la determinazione di un sistema completo di n°"° grado (mod. P) 
sulla risoluzione della congruenza 


(5) x" = 1 (mod. P). 


3. Se P è di 2° grado, e se n (oltre ad essere, come abbiamo supposto, divisore 
di pP — 1) è divisore di p— 1, la determinazione di un sistema completo di n° grado 
(mod. P) si può far dipendere dalla determinazione di un sistema completo di soluzioni 


della (4). 
Infatti le n radici della (4) soddisfano evidentemente alla (5) e costituiscono perciò, 


essendo numeri incongrui rispetto a P, le soluzioni della (5). Indichiamole con 


I, aa os Lt | OEL 
r+ sa, 


RE € PE AE ehe 


I numeri 
allorchè si faccia 
e si escluda il caso: r = 5 = 0, costituiscono un sistema completo di p° — 1 resti 


(non = 0) secondo il mod. P. Con questi stessi numeri o con numeri ad essi con- 
grui si può formare il quadro segueute: 








I, Je. Vas ONE en 
A.) A ER 423 En EN GT 
(4) MT a,Yı> IND OE, A, Yn-ı 9 
a a / 
pore? ei rar ‚> ) pi Tana 
n 
iy Li: ORE 2.0) SNO 
1 a) 145 %,Yı» De | ei Pg 
(B) Ls LV, Yan Ele En le 


. . e é . . . . . . e e e e . e e © . . e e . . e . 


pn? ™ popaay Tr piper Var 999 Spe lano 


n Su AE n n 





nel quale figurano i p — I resti interi razionali 


(IZ ION DE I 
distribuiti in (A), e gli altri p(p — 1) resti in (B). 


Scelto un numero e uno solo di ciascuna riga di (A) e (B) si avrà un sistema 


I 


mo 


2 
. ı * 1’ . . m I . . 
completo di °°° grado (mod. P), cioè un sistema di PT numeri le cui potenze 
n 


ime 


n° sono tutte incongrue (mod. P). 

4. Se P è di 2° grado, e se n (divisore di p>? — 1) non è divisore di p— 1, la 
determinazione di un sistema completo di n°" grado (mod. P) si può far dipendere dalla 
determinazione di sistemi completi di soluzioni: 


rr 





VA 
Ad 
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a) di congruenze binomie, nel corpo razionale, come la (4), aventi il grado divisore 
di p— 1, 
b) di congruenze binomie della forma seguente 
xii (mod. P), 
essendo k primo con p — 1 


c) di congruenze binomie (mod. P) il cui grado sia divisore di p — 1. 
Sia infatti 


on Dip I, n). 
P= DC at te pu) 


si ha che delle n soluzioni della (5), 5 sono rispettivamente congrue (mod. P) alle è 
radici della congruenza 


Poichè 


x =1 (mod. p), 
e le altre » — à sono le soluzioni della congruenza 
Lt... + tT (mod. P). 
a (mod. P), 


la congruenza precedente si puo scrivere: 


Posto 


$ n— 


Bez eig: 0 (mod, P), 


le cui soluzioni sono quelle della congruenza binomia: 


Thea (mod. P), 


esclusa la soluzione I. 


Siamo perciò passati dell’esponente # all’esponente -—, che può o no esser primo 
N ) 


con p — 1. Nel primo caso il teorema è dimostrato, nel secondo caso si continua nello 
stesso modo fino a trovare una congruenza della forma 


(6) x=1 (mod. P) 


il cui grado sia primo con p — I. 

Il teorema è perciò dimostrato in ogni caso. Proveremo ora che la determinazione 
di sistemi completi di soluzioni delle congruenze di cui si parla nelle parti b) e c) del- 
l’enunciato, si può rimandare alla risoluzione nel corpo razionale di congruenze, aventi 
per modulo p, i cui coefficienti sono numeri noti. 
| 5. Proponiamoci prima di tutto la determinazione di un sistema completo di solu- 
zioni della (6). Questa congruenza, poichè k è primo con p— 1, non ha evidentemente, 
all’infuori della soluzione 1, altre soluzioni intere razionali. Essa però ammette, poichè 
k è divisore di p° — 1, k soluzioni: 


I, T, Er 5, 0, is “hi 5, W, SEA, Li + Sl, 0, 
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con r,, $, interi razionali minori di pe con's, = (0001 == 1, 2. ri 
Distinguiamo il caso in cui sia: 


one Yın, 


ı + Ym 
ne 


dall'altro in cui sia: 


oOo 


Nel primo caso, perche abbia luogo la congruenza: 


(r+ so) =1 (mod. P), 
|essendo P un ideale primo di 2° grado, cioè un ideale principale (p)], è necessario e 
sufficiente che siano soddisfatte le seguenti congruenze: 


k k k—2 .2 k k— fe 
"+(,)r smo +(, Jet = I 
(7) L DE > (mod. p) 
(est; \reem+ tem = 0 
3 


’ 


Supposto s 4 o, mutiamo le r, s nelle incognite y, s’, in modo che sia 


r=sy, ss =i1 (mod. p). 


Le (7) diventano 


\ +} + (eo 
ER (mod. p). 


LC? \ RE iat wee 


i 


I 


Poichè la (6) ammette, oltre alla soluzione 1, k —1 soluzioni della forma r+ so, 
con r #o, la seconda di queste congruenze deve ammettere k — 1 radici. 
Di questo fatto si può dare una dimostrazione diretta nel seguente modo. Siano 


I, rrts0, r, +5,0,..., ri, +5, 0 
le soluzioni della congruenza 
weil (mod. P), 
essendo k, divisore di f° — 1, primo con p — 1. 
Se si denotano con 6, e e, i numeri associati (mod. p) rispettivamente di s, e di 
s;, si avrà sempre (essendo i diverso da j): 


PRE ee (mod. p) (i,j = 1/2 

Infatti dalla prima delle (7), moltiplicando ambo i membri una volta per 6! e 

9 k . . . . . . 

un’altra per o;, dopo di avere sostituito alle r, s prima le r,, s; e poi le ris Say SÌ 
Dai: 


I 


(ott (ont + (E) 


ket 


+ nt + (E) = 


I 


(mod. p) 


I 
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Se fosse 
r,0,=f;5; (mod. p), 
si avrebbe 


o = 6 (mod. p), 
ovvero, esscndo k primo con p — 1: 

=, (mod. p) 
r, (mod. p), 
et so (mod. P), 


cIOÈ 


I 


x 
~. 


donde seguirebbe 


at + 50 


I 


ciò che è assurdo. 
Segue che se si pone 


Y,=7,5, (mod. p), 


i k — 1 numeri incongrui y,, y,, ..., y,_, soddisfaranno alla seconda delle (8), la 
quale ammette perciò k — 1 radici. 

Se ciascuna di queste radici si sostituisce nella prima delle (8), si avranno, per s’, 
k — 1 valori corrispondenti 


che, sostituiti ogni volta alla s’, nella congruenza 
ss" — 1 (mod. p) 


(soddisfatta da una sola soluzione in s, essendo k primo con p — 1), ci forniranno 
k — ı valori corrispondenti di s: 
ROTA EEE TEEN: 


Se nel secondo membro della congruenza 


= sy (mod. p) 


si pone, invece di sy, ciascuno dei k — 1 prodotti 





gi SRI RR die 

si avranno k — 1 valori di r. 

Se infine alle k — 1 coppie di soluzioni per le r, s così ottenute, si aggiunge 
l’altra 

et] 

si avrà un sistema completo di soluzioni della (6). 

La questione è perciò ridotta alla risoluzione della seconda delle congruenze (8), 
i cui coefficienti sono numeri noti. 

Se invece 


a 


le potenze di » si possono evidentemente mettere sotto la forma 


a + bo, 
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essendo a e b interi razionali: 


(i eran! 


oi ut + ©, 


m 


3 sai m 
lee N ae + MEE Shy 


a 





NT na 


2) 


) 


AZOTO TI 
ZIP ITA, 





sm ee m’ + MEO 


o == —— 
24 





Si noti che © è della forma a + bw, essendo a una funzione razionale intera 
nella m di grado h e è un’altra funzione razionale intera nella m di grado hb — 1; 


2h+1 


© è pure della forma a + bo, ma a e b sono entrambe di grado » nella m. Ciò 
si può verificare facilmente tenendo presente che si ha: 


m=1 (mod. 4). 
Se ci proponiamo di risolvere la (6), cioè di trovare r ed s tali che sia 
(r+ so) =ı (mod. P), 
"+ ( : Jr's0 + ( DIC +. 
EL ( i à jrs o +s o == 1 (mod. P), 


Ovvero 


(9) 


potremo porre: 


n — À, + 4,0 (b ni 
r=Ssy ) 
dh | (mod. p), 


e allora la (9) si scinde nelle due congruenze: 


9 +( È yo +5 Pot + ( est 


ER fate ALE a k 
(pr +l, Je +( 5 yey et ( oto 


la seconda delle quali contiene la sola y. 
Si ha percid che la questione di determinare le soluzioni della (6) dipende dalla 
risoluzione della seconda delle congruenze precedenti, i cui coefficienti, come nel caso 


n 


mod. p) 


avanti studiato, sono noti e le cui soluzioni debbono perciò, nel corpo razionale, rite- 
nersi note. Queste soluzioni sono in nnmero di k — 1 perchè la (6), essendo k divi- 
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sore di p° — 1, ammette # soluzioni, delle quali una sola, essendo k primo con p— 1, 





è intera razionale e congrua ad 1, e le altre  — 1 sono numeri interi del corpo. 
6. Consideriamo infine le congruenze binomie della forma 


(10) x" =D (mod. P), 


essendo h divisore di f — 1, e b residuo b™ di P. 
Pel teorema del n. 3, e tenendo conto dell’osservazione fatta al principio del n. 2, 
si può determinare una soluzione (apiristica), che chiameremo x,, della (10). Indi- 


cando con 


I, ee es es a) ik 
le soluzioni della congruenza 


| 


x’ ==1 (mod. p), 
i numeri 


Xo) a Xo) a Xo) a de Tu Xo 


costituiscono un sistema completo di soluzioni della (10). 

Evidentemente si perviene allo stesso risultato se, in un modo qualsiasi, invece di 
X,, Sì riesce a determinare una soluzione qualunque della (10). 

7. Da quanto è stato detto nei n. 3, 4, 5 e 6 segue che la determinazione di un 
sistema completo di n'° grado (mod. P) si può rimandare alla risoluzione, nel corpo 
razionale, di congruenze, aventi per modulo p, i cui coefficienti sono numeri noti. De- 
terminato un tale sistema 

Pix Pg eg STELE 





n 


dat) (mod, P), 
p° cc ; n 


BD 0 12 ..., ul: il polinomio 


Er N le re COPI de 


n 


posto 





è una soluzione apiristica della (1), nell'ipotesi che sia soddisfatta la (2% 
Sicchè possiamo concludere che: 
La risoluzione apiristica, in un corpo quadratico, della congruenza 


x"==a (mod. P), 


essendo a un residuo n° di P, e P un ideale primo di 2° grado, si può ottenere me- 
diante la risoluzione, nel corpo razionale, di congruenze, aventi per modulo p, i cui coef- 
ficienti sono numeri noti. 

8. Nel corpo razionale i numeri 


n 9 
I, can) RIA TI) 


formano un sistema completo di 2° grado, qualunque sia il numero primo dispari p. 
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Ciò risulta dal fatto che le soluzioni della congruenza 
ro eyes 
x? == 1 (mod.'p) 


sono indipendenti da p, perchè congrue (mod. p) alle radici 1 c — 1 dell’equazione 
binomia 


In quali corpi quadratici si ha un fatto analogo, cioè le n radici #"° dell'unità sono 
interi del corpo e costituiscono un sistema completo di # soluzioni delia congruenza 


xe MO), 


supposto n divisore di p? — 1? 
Questa ricerca è interessante perchè per tali corpi sarà subito determinabile, qua- 


imo 


lunque sia P, un sistema completo di "°° grado. 


Cominciamo coll’osservare, come conseguenza della proprictà sopra indicata della 
congruenza 
x=1 (mod. P), 
che, in qualunque corpo quadratico, supposto f primo dispari, i numeri 


p — I 
0, De 0); 3 0), 0.9 BITTE 


& 





p+ ow À gii 2 


formano, qualunque sia P, un sistema completo di 2° grado. 
Ora se m è positivo, non si hanno altri casi oltre quest’ultimo considerato (n= 2). 


Infatti, un intero del corpo k(Ym), messo sotto la forma 
a + bYm [m1 (mod. 4)], 
I a Ym 


ovvero sotto l’altra 


a + RAR ARE [m= 1 (mod. 4)], 
è sempre, per l’ipotesi fatta su m, un numero reale e quindi non può fornire, in 
ambo i casi (facendo: b = 0, a= + 1), che le due radici quadrate dell’unità. Se si 
vuole che queste due radici costituiscano un sistema completo di soluzioni, essendo p 
primo dispari, si deve avere perciò: 

n= 2. 


Supponiamo m negativo e tale che sia 


m=£i (mod. 4). 


Perchè a + ibyY— m, essendo a e b interi razionali, dia luogo, per valori interi 
razionali di a e b, alle n radici n° dell’unità, per # > 2, dovrà essere soddisfatta la 
condizione 

a —bm= 1; 
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quindi è necessario che sia in primo luogo: 


m = — I, 
e pol: 
ke e CT ovvero b— — 1, 
oppure : 
EZIO e ma ovvero a=— I. 


Si hanno in corrispondenza gl’interi 
ee CES 
del corpo k(i). In questo caso è dunque 
n= 4. 
Sia m ancora negativo, ma tale che sia 


m==1 (mod. 4). 


Perchè a fornisca, per valori interi razionali di a e b, le n 


tl; I + iV— m 
— I — Eee 
2 
radici m™* dell’unitä, per n > 2, dovrà essere soddisfatta la condizione 


AGI 
del 
ciò che da in primo luogo 


M = — 3. 
Si traggono poi i seguenti sei casi possibili: 


‘asain ae DTT 


la=— 1, (a=— 1, a 


Q 
| 
© 


I 


ai quali corrispondono gl’interi del corpo k(Y— 3): 
en T, LAST Se, = 13 = Lea: 
2 2 2 2 

Il numero # può avere in questo caso il valore 3 o 6. 

Riassumendo si ha: 

La congruenza 

x"==1 (mod. P), 

essendo P un ideale primo di 2° grado di norma p* nel corpo quadratico k(Ym), am- 
mette un sistema completo di soluzioni costituito dalle n radici n™ dell'unità, soltanto 
nei casi seguenti: 

a)n= 2, in qualsiasi corpo quadratico, 

b) n= 4, nel corpo quadratico k(Y— 1), 

c) n = 3, ovvero n= 6, nel corpo quadratico k(V— 3). 


Nel caso b), se si forma il quadro nel modo indicato nel n. 3, si ha facilmente 
che i numeri interi razionali 


I, ORRORE Pack 
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e gl’interi del corpo 


ut I + 21, ar fy SON AD INPS, 1 + (p — 2) 
2 + 24, 2.53% 2h Ra, 2) 
3+3%...,30 9 


ws 


ale 


2 2 


formano un sistema completo di 4° grado, qualunque sia l’ideale primo P di 2° grado, 


nel corpo quadratico k(Y— 1). All’ideale P si può sostituire, com’è noto, in questo 
corpo, il numero razionale primo p, che sarà della forma 4x + 3, dovendo il discri- 
minante — 4 del corpo essere non residuo di p. 

Anche nel caso c) la nozione di ideale non è necessaria. A P si può quindi sosti- 
tuire il numero primo p, il quale dovrà essere della forma 6x — 1 perchè il discri- 
minante — 3 del corpo risulti non residuo di p. 


Ciò posto, formando il quadro al solito modo, si ha che i numeri interi razionali 


e 


2 


LS PRE LE CRT EC 


e gl’interi del corpo 
17% 1420, 1730 2, 2 7 (BP 5) IPA Pr 
2420, 2430,...,2+(p— 6)0, 2-+(p—5)a, 
33% ---13+(p_-7)0, 





Rue + O), 1% ra x + Bes aes 0, 
3 3 3 
formano, per 


aio: 
Scalo 


» 


un sistema completo di 6° grado, qualunque sia p, nel corpo quadratico k(Y— 3). 


Un sistema completo di 3° grado, nel corpo quadratico k(Y— 3), si può eviden- 


temente formare aggiungendo a tutti i numeri p + sw di un sistema completo di 6° 
grado i loro opposti — ¢ — so. 


Catania, 4 luglio 1916. 
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SULLA SOMMABILITÀ DELLE SERIE, 
CON PARTICOLARE RIGUARDO ALLE SERIE DI DIRICHLET. 


Nota di Pia Nalli (Palermo). 





Adunanza del 23 luglio 1916. 





È noto che, sotto certe condizioni, la somma di una serie divergente viene defi- 
nita come il limite al quale tende una media delle somme parziali della serie, dipen- 


dente da un parametro continuo o discontinuo, quando questo parametro. tende ad un 
limite finito od infinito. 
Data la serie 


(1) upbuputbi+a+ e, 


e, posto 
avuto: 44, (ES 


una forma generale di media tra i numeri s,, s,,...,5,,..., è la seguente 


> ps, 
(2) | Tang 
dP 


dove le p, sono numeri reali non negativi tali che le due serie che si presentano nella 
(2) siano convengenti *). 


Tra le medie della forma (2) sono notevoli le medie tipiche di Riesz ?). 
Data una successione di numeri non negativi, crescente ed illimitata: 


(3) a eda 


ed un numero positivo x, si chiama media tipica di ordine x, relativa alla successione 
(3), per la serie (1), l’espressione 


u(y — A, + u(y — AY + PRO) 
va 








(y) = 





*) Cfr. p. es: E. Bore, Leçons sur les séries divergentes (Paris, Gauthier-Villars, 1901), pp. 87-96. 
*) M. Riesz, Sur la sommation des séries de DiricHLET [Comptes rendus hebdomadaires des 
séances de PAcadémie des Sciences (Paris), tome CXLIX (II° semestre 1909), pp. 18-21]. 
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dove i, è un intero positivo tale che si ha 


Ay OS 


I 


Questa media dipende dal parametro continuo y e si può mettere sotto un’altra 
forma la quale mostra come essa rientri nella forma lay: 
Posto 


U(y) = U, + 


AI Any 
DLL 


x 4 A—I 
5) = ye f U(x)(y — a) dx. 


Si dice che Ja (1) è sommabile di ordine x se esiste il limite di c(y) perio 
Il Riesz ha utilizzato le sue medie per lo studio delle serie di DirrcALET della 
forma 


(4) Sa Re 


In particolare, se è À, = #, il metodo sommatorio di Riesz diventa equivalente al 
metodo delle medie aritmetiche di CesAro °). 

In un recente lavoro *) ho accennato ad un metodo sommatorio che si può con- 
siderare come una generalizzazione di quello di Riesz. 

Data una funzione g(y) positiva, definita per y No, e tale che la funzione 


g(1, n= | eda 
sia illimitata, per a > si ponga 
; 
g(0,9) = [e®6 RO 
Si dirà che la (1) e sommabile di ordine x, rispetto alla funzione g(y), se esiste 
il limite per y = co dell'espressione 


I 
g(%, y) 


Nella presente Nota mi occupo dello studio di questo metodo sommatorio per la 


f U@e@O— "4x 


funzione g(x) = e”, supponendo, con maggiore generalità, che c sia reale o complesso 
ed abbia parte reale positiva: la (5) è allora una media che rientra nella forma (2), 
supponendo che in questa le p, possano anche essere dei numeri complessi. 





3) M. Riesz, Une méthode de sommation équivalente à la méthode des moyennes arithmétiques [Comp- 
tes rendus hebdomadaires des séances de PAcadémie des Sciences (Paris), tome CLII (1 semestre 


1911), pp. 1651-1654]. 
4) P. NattI, Sulle serie di DIRICHLET [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XL 


(2° semestre 1915), pp. 44-70], pp. 57-58. 


De att 


Ke: = 


nn uns 


SULLA SOMMABILITÀ DELLE SERIE, CON PARTICOLARE RIGUARDO, ETC. 63 





Ponendo nella (5) g(x) = e%, condizione necessaria e sufficiente perchè la funzione 
di y che si ottiene tenda ad un limite per y = © è che esista il limite per y = » del- 


l’espressione 
% Y 
(6) MISTA ve. U(x)(y — xf te 8 dx. 
» X. 


Nella presente Nota dimostro che, fissato c, se esiste il limite per y= di 
N(c, x’, y) per un particolare valore a' > o, esiste il limite di Nc, x, y) per qua- 
lunque valore x > 2'; e, fissato x, se esiste il limite di N(c', x, y) per un particolare 
valore c' avente parte reale positiva, esiste il limite di N(c, 4, y) per qualunque valore 
di c avente parte reale positiva. 

Dimostro ancora che il limite di Nc, 2, y) non dipende ne da x nè da c. 

Ho delle ragioni per ritenere, quantunque non sia ancora riuscita a superare le 
difficoltà puramente materiali della dimostrazione, che perchè esista il limite di Nc, 2, y) 
è necessario e sufficiente che la (1) sia sommabile per mezzo della media tipica di 
Riesz di ordine x e relativa alla successione 


Ritengo però che il definire la somma della (1) come il limite di N(c, 2, y) per 
y = co, possa presentare dei vantaggi, rispetto al metodo sommatorio di Riesz, per lo 
studio delle serie di DirichLer della forma (4). Cosi, al n° 3, dimostro che, posto nella 
(6) u, = a, e, si'ha, pera NI, 


(7) N(s —5,, a rasi vee EB du 
ere eee (=), IR | 


essendo s ed s, due numeri complessi qualunque diversi, ed 


a u . 
AS Te ens.) = ai (DFA etato)(u— x)? dx, 


o AH 


[cioè Aa — 1, u; s,) è la media tipica di Riesz di ordine x — 1 relativa alla suc- 
cessione (3) e corrispondente alla serie che ha per termine generale a, e*]. 

La (7) permette di dedurre immediatamente dai due già enunciati, altri due teo- 
remi relativi alle serie di DIRICHLET. 

Nei n' 5, 6 e 7 della presente Nota mostro che un metodo sommatorio da me 
definito nella Memoria già citata si può fare rientrare nella forma generale di media 
data dalla (2), ed arrivo ad un metodo sommatorio che può applicarsi alla serie (1) 
quando per essa esiste il limite di N(c, «, y) per y = co, per un particolare valore 
di x, qualunque questo sia. 

1. Data la serie (1), la successione (3) ed un numero c avente parte reale posi- 
tiva, si definisca N(c, x, y) per mezzo della (6). 

Si può facilmente dimostrare che se la (1) è convergente, cioè se esiste il limite di 


U(y) per y = ©, a questo limite tende N(c, 7, y) quando y tende ad co. 
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Sia ß un numero positivo; dimostreremo la seguente relazione: 

c* i È (y—x) | 

7 è) Ben SI „—cly—x 3 

(8) NG A+ = poy | NG 2 90 — 2e ds, | 

\ o | 

Supponiamo dapprima che x non sia un numero intero e denotiamo con r la 

parte intera di x — I (r N — 1). Poniamo 

(9) h=2+r-—a; 


sarà h un numero positivo minore di 1. 


Dalla (6), con successive derivazioni a destra, si avrà 


KING, ye]. € > U(x)e* | 


CPE REATO 


Da questa, per una nota formola d’inversione di ABEL, si trae 


(10) U(y)e = (1 — b) senzh ni EA en. 


X dx"? 








C WV 


e perciò, ricordando l’identità 





È 
r)ra — +) = Sgn x 
avremo 
5 ; DU N ema) Co ie 
EAU) ea foal | EB ly — x)! dx. 


Si ha dunque 
cP ey d A+B— 1 
NG 2 +8, D= re re | 02 Pde X 
ef GE po 


d ro: 








ed applicando al secondo membro la formola d’inversione di DIRICHLET, si ottiene 


2 di ABER [N(c, %, tye] 
N(c, = Am 6, y= C (h) de + 6) ° pul ice dt x 


X SG SERA IRA (I, PR 








Sı ha intanto 


O-4-B=-1 BI _ Pa + 6)r(h) __ a\a+B+h-1 
{Oa = no — perte, 


quindi, tenendo conto della (9), possiamo scrivere 


È ge [NC ant) e ze 
N(c, ar =a ae dt Ge dt. 


Da questa, con r + 2 successive integrazioni per parti, si ottiene la (8). 
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Se x è un numero intero la (8) si dimostra più facilmente. Posto in tale caso 
r=&— 1, invece della (10) si avrà 


WC) a AC) i 
c divi 

Il secondo membro della (8) ha la stessa forma del secondo membro della (6), 
quindi se Nc, x, y) tende ad un limite per y= ©, allo stesso limite tende N(c, «+8, y) 
per qualunque B > o. 

2. Dimostriamo ora che, fissato x, se esiste il limite di N(c,, x, y) per un parti- 
colare c, avente parte reale positiva, esistera il limite di N (c, &, y) per qualunque va- 
lore di c avente parte reale positiva. Inoltre, tale limite sarà indipendente da c. 

Cominciamo col dimostrare il teorema per 1 valori di c soddisfacenti alla condi- 
zione 
(11) emt ayers 
dove g, denota la parte reale di pag 

Si ha allora 


rg ) AO TA TN e i 
NG 4) = pis [VOY ee 


= Ba Ÿ (c, is 6)" È ye \F +1 —c,(y—x) È 
= gli BS: U(x) (y — pen dx, 


n=0 





che si può scrivere 


(12) N(,2,))= ro (+) SHE DO —) NG, Ad) 


È facile vedere che la serie che comparisce nel secondo membro di questa egua- 
glianza converge uniformemente rispetto ad y, variabile nell’intervallo (0, 0). 
Infatti, se con L denotiamo una costante tale da avere 


Nc, % y) <L 
per qualunque y, deduciamo dalla (8) 
n I s NUTI gx 
NG ata 3) Lil ps [ O T'en ax € 


c |" 
iy a pi =) | 
oe du LEE", 


I 


< Le, 





n I 
Ln) J, 
quindi, per qualunque valore di y, il termine generale della serie che consideriamo 


non supera 
Re aN aan 


Bich) o> ge 


che, per la (11), è il termine generale di una serie convergente. 
Essendo 


limN(c, a+, y) = lim N(c,, %, y) 
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per l'uniforme convergenza del secondo membro della (12), avremo 


im = (A) Soe yi a) [NG 49 


Ma si ha 


A AT 


si conclude dunque finalmente 





(13) lim N(6, 2, = lim INGE, er 


Il teorema resta così dimostrato quando c soddisfa alla (11). 
Se poi c non soddisfa alla (11), possiamo inserire tra c, e c altre costanti in nu- 
mero finito: c,, €, ..., €, aventi parti reali positive e tali che per due consecu- 
2 5 n—1 


HN RC Le snes! abbia 


i ) 
ai (o — ci < 8; (i == 1, 2, ie Dia 
dove g, denota la parte reale di c,. Si può dunque asserire che se N(¢;, x, y) tende 
ad un limite per y = co, allo stesso limite tenderà N(c,,,, x, y), € perciò, se esiste 
il limite di N(c,, x, y) è soddisfatta la (13). Il teorema resta così dimostrato in ogni 
caso. 

3. Ai teoremi dimostrati si può dare altra forma: si hanno allora due teoremi re- 
lativi alle serie di DIRICHLET. 

Sia la serie di DIRICHLET 


(14) Sio, 


dove la successione delle 4, è la (3), s è una variabile complessa della quale deno- 
tiamo con e la parte reale e con + il coefficiente dell’unità immaginaria. 
Sia s = 0, + it, un particolare valore della variabile complessa s. Si ponga per 


po 
(15) oy; 8.) = 4, e'n‘o, 


e, supposto « reale e positivo, 
; 
(16) ANY =f S(u; s)y — uy du 


per y > 0, ed A(a, 0; 5,) = S(o; 5) 
Posto 


(17) | | T(y) = Dee ni; 


dimostreremo la seguente relazione 





> y 
(18) i A (4, u; s,)u eo du en ii T(x)(y ER Dh ere 


Er 
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Si ha, per la (16), 


S 4G Urs \uce vos dy =a fe n a S(v; s.)(u — VT dv, 


ed applicando la formola d’inversione di DiricHLET 


) ") ÿ 
[ 46, u; sue dy — x | S(v; | eo (Cy — vl" du. 
0 Oo v 


Cambiando la variabile # in una variabile x per mezzo della trasformazione 
u— v= x, si avrà 


fey Y—V 
[46 TR NE NE a a x | S(v; eran fi DE ace 
o (o) 


Integrando per parti rispetto a v si ottiene 


je irn di geo ‘do f S(u; Jet du. 


Intanto, tenendo conto della (17), si ha 


S(u) = —(s — 5) f T(x)e "dx + T(u)e to 


e perciò 


i Sie du = — (5 — s) f du | Lee doe | Tau 


Applicando al primo termine del secondo membro la formola d’inversione di Dr 
RICHLET si trova facilmente. 


v v 
| Send eth) ii Li rido 
oO o 


e perciò 


2 D v 
f AG u; etnia mart Go — war f TEA. 
O È 4 


Applicando ancora una volta la formola d’inversione si ottiene la (18). Da essa 
può ricavarsi la (7). 

Possiamo dunque dire che condizione necessaria e sufficiente affinchè esista il limite, 
per y = co, del secondo membro della (18), è che esista l’integrale 


i) Agus) pei toda 
o 


Al teorema dimostrato al n° 2 si può nu dare la seguente forma: 
Se per due punti s = 6 + it ds = Dani con 6, <a, esiste l'integrale 


1% A(x u; s)ute "du, esisterà l'integrale li Ne u; s)we "du per qua- 
(0) (0) 
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lunque punto s, = 0, + it, soddisfacente alla condizione s, < c, e sussisterà l'ugua- 


glianza 


(ce) 
(s—s ee A (CRI SC en A ee A(a, u, s)we TI 
oO 


” 
4. Si dimostra °) che se esiste l’integrale i A(z — 1, u; 5) ae 


o 


inoltre è ¢ > s,, esiste anche il limite per y = co dell'espressione 


(19) | Two A 


e cioè, riprendendo le notazioni dell’ introduzione, se esiste il limite di N(c, a, y) per 
y = » [e per ciò è necessario € sufficiente che esista il limite di N(1, x, y)] esisterà, 


e sarà ad esso eguale, il limite, per y = ©, dell'espressione 
% I 
= [Un ar 


cioè la (1) sarà sommabile di ordine « secondo RIESZ. 
Ciò potrebbe anche dimostrarsi direttamente. 
Nella Memoria citata ho dimostrato ancora che se esiste l'integrale 


Ni Aa, u; S,)u es du 
o 


ed è > 0, esiste anche l'integrale 


(ce) 
, 
f A Cay Se a 
(0) 


per qualunque a’ > a, € si ha 


(s — § Dr ci A(2', us N ed BER id rs bot fA € "o: Ju e e" du 
? i bh vee} : 
Leno] : Teti) 
Questo teorema è equivalente a quello enunciato alla fine del n° 1 
Si osservi ancora che nella Memoria già citata ho dimostrato che se in ogni punto 


s del semipiano 6 > 8 la (19) tende ad un limite per y = ©, se S, è un punto per 
il quale si ha o, £ 8, si avrà nel semipiano 6 > ß 


(s — 5) o 


in Two - We fe arten 





e GE 


lim a -f T(u)(y — wWdu= 5 G = TER) lim li TWO — web du. 


Ne viene che il teorema enunciato alla fine del n° 3 era già implicitamente dimo- 





5) |. c. 4), pp. 49-52 





Pa è 
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strato quando il punto s è interno al semipiano nel quale la (14) è sommabile del- 
Pordine « + 1, secondo Riesz: nella presente Nota esso viene dimostrato anche nel 
caso in cui l’ascissa del punto s coincide con l’ascissa di sommabilità di ordine « + 1 
della (14). 

5. Nella Memoria citata ho dato un procedimento di calcolo che permette di 
sommare la (14) in ogni punto s di un semipiano 6 > 6, quando, fissato comunque 


a 00 

n>o, nel semipiano 6 > 6 + n esiste l’integrale il A (ass s)he alt du per 
o 

un conveniente valore di x e per un punto s, del semipiano o / 6 


La somma della (14) viene definita nel modo seguente. 


Sia ¢(y) una funzione di y nell'intervallo (0, + co), positiva, crescente ed illimi- 
tata, soddisfacente alla condizione 


(20) =). 





Se s è un punto del semipiano 6 > o, ed esiste il limite per y = & dell’espres- 
sione 
conan = 


tale limite si chiamerà la somma della (14) nel punto s. 


È facile vedere che questo procedimento sommatorio può ricondursi al tipo di 
una media. 


Operando come al n° 3 si dimostra la relazione 


(22) i Al), u; SP du — J TA) — PIA dx, 
resp à 


(23) lim FeO) +1) i LE 


yoo (s ae SJ dE fo- x) è ¥) (5-50 dI) dx er 


Infatti, essendo 





U (9 (y) + 1) esa fw eat ey il, 


(5 — 5, 0 


la (23) resterà dimostrata se si dimostra che è 


you 


| © 
(24) im f ue ol dy — 0. 
y 


Ponendo 6 — 6, = x, + @,, con «, ed «, positivi, avremo 


” co 
if UP) eso Ju pa il UP) pit ga" du, 
bi y 
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La funzione di u, uf e", quando y è sufficientemente grande, è decrescente 


nell'intervallo (y, + 00), quindi sarà 


a À 


X 
Mah te i ae) a I 
| N ea a dy < yh! ee EEE 
x 
) ) 2 


Per la (20) resta dunque dimostrata la (24). 
Si può dunque dire che il limite per y = oo della (21) esiste quando e soltanto 





Pylogy | 
N —— —(9-7,) 
> ) ue 


l 





quando esiste il limite per y = oo dell’espressione 


f TRG — Ni 
fo cu CRA eo d x 


che, relativamente alla (14), ha la forma di una media dipendente dal parametro y. 





3 


6. Si arriva così ad un procedimento che può servire a definire la somma di 
una serie. Data la serie (1) ed un numero c avente parte reale positiva, si chiamerà 
somma della (1) il limite per y = co dell'espressione 


cuite y 
ox Ue 
( 5) l(9(y) + 1) il ( dO ) 


quando questo limite esiste. 
Perché questa definizione sia accettabile, si dovrebbe dimostrare che se la (1) con- 





verge, la (25) ha per limite la somma della serie. Si può dimostrare che cid è vero 
quando c è reale. 

Infatti, chiamando U la somma della (1), supposta convergente, fissato e > o si 
determini bh in modo che per x h sia |U(x) — U] <e. Si avrà allora, se per qua- 
lunque x è 


17 (x 





ar 


But (eG) + 1) 





LG DOG NL 


er 


I “Go D+ 





5 pene “09 dx + 


er) d x, 





nda 1) liga 


Il secondo termine del secondo membro di questa disuguaglianza non supera €; 
il primo termine non supera 


coat 








O(y)+1 Re 
yh) e 9 e’ BETEN: he? C | y c] 


r(e0) +1) PO) +1) 


9 


e percio, fissato h, tende a zero quando y tende ad co. Il primo membro della (26). 


- 
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tende dunque a zero quando y tende ad co, ed essendo 


cry 
lim fo- KY Gee aM —.T 
si r+ ) 


(y)+ 


lim U(x ore ae x 0 
ins + 7 J LOG 


. 1 - a 4 , a = 4 er 1 
7. Si può dimostrare che se esiste il limite di N(c, x + x, We fier oven con cae 
reale, esiste anche il limite per y = co dell’espressione 


si avrà 





co) 


cree 1) 


ed i due limiti sono eguali. 





f Veo — ste Od x 


a i = È . —(s—s,) 
Ciò equivale a dimostrare che se esiste l’integrale ALCL) Gate ei 
eo 


5 — 5, € una quantita reale e positiva, esiste il limite per y = © della (21) e questo 


limite è 
(s Toei È: oy a (sso) d 
nega ic RETI u. 


r(e(y) + = 
70) — a) P (x + 
x [AG FENICE) nella x 4 





Infatti, essendo 


4(9 GONE à ur) 





si avrà 





se A N), 3 5.) 429) eu 
60) + 1) 1) J 4602 % 9) 
Me Ce ee e ot du Aa, x; 5 Vu — OI x? x. 
l'(p(y) — atom 1) u. fe G 2 


Applicando al secondo membro la formola d’inversione di DrrichLer e cambiando 


poi la varibile # nella variabile v=u—x, si trova che il secondo membro della (27) 
è uguale ad 


son Yy)+ı 4 y—x 
(28) Sedi -f na ni CIA VA ATA ade 
reg) =arG+ ny, 


Per semplicità poniamo 


(27) 











Ele 4); p49. 
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o(y) a — 1 = Y(y); 


la (28), integrando per parti rispetto ad x, si può scrivere 


GES hs abe pike 2 (Sa N 509 J 
Bene, Oo 7) 


Ma per quando si è detto al n° precedente si ha 


(s — Ly) e SA 
lim — x 0 dx 
ne py LIMO ) 

= N 3 JE AZIO EA 8 glio es 








il teorema resta così dimostrato 


Palermo, marzo 1916. 


Pra NALLI, 





LPO fs 
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SU UNA CLASSE DI ALGORITMI DI ITERAZIONE 
PER L’APPROSSIMAZIONE DEGLI IRRAZIONALI QUADRATICI. 


Memoria di Onorato Nicoletti (Pisa). 


Adunanza del 9 luglio 1916. 





I. È noto che, data in una forma geometrica di prima specie una proiettività 
(reale) non ellittica e non involutoria, ciascuno degli elementi uniti della proiettività può 
essere approssimato, iterando su un elemento qualunque della forma la proiettivitä 
data e la sua inversa. 

Traducendo in formule questo fatto, si è condotti ad una classe di algoritmi di 
iterazione su una variabile complessa x, i quali approssimano razionalmente le radici 
di una equazione quadratica ed hanno la proprietà, molto notevole, di convergere in 
tutto il piano della variabile complessa x, fatta eccezione per i punti di una circonfe- 
renza determinata; per ciascuno di tali algoritmi è cioè noto il campo vero di conver- 
genza. Di essi sono casi particolari: l’algoritmo di NEWTON 


ie 


2X 





e quello, dato dal DepEKIND nella sua Memoria « Stetigkeit und irrationalen Zahlen » 


et we ae 
en 


per approssimare f/D, essendo D un numero reale e positivo. 





2. Sia dunque: 


(1) fo) = 0° — 2po+q = (o — w,)(o — 0,) 


un trinomio di 2° grado in una variabile © con radici w,, ©, diverse; ed essendo x,, 
x, due numeri reali o complessi affatto arbitrari, poniamo, per t intero qualunque: 


(2) Cr is (ne ©.) ro (x, x,0,,), (= 0, EE E re teeta nes à ss) 
essendo 
a—c b—c 


a—db—d' 


Le (2) definiscono, per i valori interi e positivi di f, un algoritmo lineare F, il cui 


(bc = 


I 


inverso [~' si ha considerando i valori interi e negativi di +. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 29 marzo 1917. 10 








Per l’identità: 
(ab OF w,) (b co, w,) Cae @,@,); 


dalla (2) si ha, per t qualunque: 
(2,) (x, X, ec ©.) Sr (x, Sa re Os 


se quindi è | 
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(x, Ra, ©, )| 7 
e, per fissare le idee, è, ad esempio: 
, eae 
(3') (Ci asa rase 
ricordando che 
( ) i 
x xX oO oO.) = + —— 
ene. (Xone O61) ay 
dalle (2,) si conclude: 
(4) lim x, ci O lim x, =" | 
Il contrario si avrebbe, quando fosse: 
mr 2 
(3 ) I(x, x, La, 6, )| = I. 
3. La (2,) rimane inalterata, scambiando ©, con w,; ne segue che x, si esprimera 


razionalmente per x,, x,, p, g. Per avere questa RIST: osserviamo che dalla (2,) 
stessa si ha: 

x—-®,_ (x, — 0) O) ; 

x 0, (x — 0) (x, — 0) 





indicando quindi con X un conveniente fattore di proporzionalità, si avrà: 
x, — 0, = (x, —o)(x, 0); x — 0, = A(x, —o,)(x, — 0)", 
donde, sommando e sottraendo: 
2(x, Ma, — oa aa) 
0,7 8, MG, 0) Gar 8) TE Op Bee 


e, dividendo la prima per la seconda, potremo porre: 


SEE p = N, ; 
essendo : 
SER tr” 
2 era 0) = © {Cie ION Ci I ir E MC) 


e quindi sarà 
ANG, 
0) NET UN 


È t 


con M,—.L, -+- pN,. In ‘particolare, st/avra L == x4) — 1p, Ni, Me ee 
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generale, per f intero e positivo qualunque, L,, N,, M, sono dei polinomi in x AO 
che vogliamo determinare, mediante le (5). 
Poniamo per questo 


À, > (x, ey o) (x, Ta By) RE re. 





= M, + (SS ni -—p)N,, 


aces 





= (x, —o)(x,-e)=L+ 
dalle identita: 
Ho = di (x, av o,)(X, E ®,) Die o is (x, cams o,)(x, ea w.), 





(= MA —p)n; 


si hanno subito per i polinomi M,, N, le formule ricorrenti: 


ae (x, x, a: 2 px, si q)M, ciù q(x, sae x )N,; 
Ne e (x, aa x,)M, ir (x, x, Tr AP X "a g)N,, 
le quali, con M = x, N = I, permettono di calcolare successivamente i polinomi 


M,, N,. Esse danno inoltre, per induzione, che M, ed N, hanno in x, il grado t— 1, 
in x, il grado t. Ordinandoli, prima per le potenze di x,, poi per quelle di x, po- 


(7) 


tremo scrivere: 


M=x H+. AK, (8) (M,=x'P,+---+Q, 
Sane e], | IN = RS, 


e per i polinomi H,, K,, I,, J, di x, e per gli altri P,, Q,, R,, S, di x, si avranno 
dalle (7) le formule ricorrenti: 


F6, eerie H, ra . Ki, = (¢ — 2px) K, + ¢x,J,, 
(9,) List == \H, Pier y 219) It, (10,) Losa = —-x,KH4 9g} 
pipe er —. 1° | RI mere Cup AY fe comes 


I 


Om 





(e 2p) Ph) @R,, I =72,— 4x, 5,, 
(9,) fe en bi Sr KEN, (10,) SRO = No Q, + (q ae 2D xn) SE 
ri 0, CRC hose 


e di qui si trae, ad es., che H,, J, hanno, rispettivamente, i gradi f, t — I, coi primi 
ala ße . . . . Bae at . . . i 
termini x), tx‘; P,, R, hanno, rispettivamente, i gradi ft — I e #— 2 coi primi ter 
Po hf t—2 
mini x", — (t— 1)x>’, etc. 


Dalle (6) e (7) si ha poi anche 


do) | Ve ma DS 
Een Gx, 2px, 9) 


4. Abbiamo visto al n° 2, che quando i valori iniziali x,, x, siano tali che si 


abbia 
(1 1) (x, Xo dI ©, )| F I, 


l'algoritmo T, e l'inverso, convergono, rispettivamente, alle due radici ©, ed ©, della 
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f(w) = o. Nella rappresentazione dei numeri complessi sul piano di Gauss, la (Ir) 
significa che il punto x, non appartiene alla circonferenza del fascio di circoli, che ha 
per cerchi limiti i punti ©, ed ©, e che passa per il punto x,. Questa circonferenza 
C(x,; ©,, ,) divide il piano in due regioni, che contengono, rispettivamente, i punti 
©, ed ©,; ed in quella che contiene il punto w, è |[(x,x,0,0,)| < 1, nell'altra invece 
(x, x,, ®,)| > 1; inoltre, secondochè è |(x,x,,@,)| S 1, è anche, per s positivo, 





(x,x,0,@,)|S 1, per £ negativo |(x,x,0,0,)| > 1; ne segue che i punti x,, 


X%,3 es %,, «++ apparterranno ad una, gli altri.x_,, x.,, x_,, ... all'altra Se 


aes ty) 
regioni considerate. 


Posto ancora 
i ee 
(11,) (x, x, ,@,) vu pe ) 
è, per t qualunque, positivo o negativo 
SRE Dole Tia REL 

(cate) DR Eee 
i punti x, si trovano dunque tutti su una spirale logaritmica, che contiene il punto x, 
e tende asintoticamente ai punti w, ed o,. 

La convergenza dell’algoritmo è lineare e misurata dalla costante p (supposto 9 < 1). 

Sia invece 

CE RN = 1; 

dalle (11,), per ge = 1, si ha che tutti i punti x, appartengono anche essi alla circon- 
ferenzaa G(x 


02 


© ©,); l'algoritmo I (e l’inverso) è periodico, se 4 è commensurabile 
con x, altrimenti è aperiodico ed i punti x, formano su C un gruppo dovunque con- 
densato. In ogni caso, quando è |(x,x,,,)| = 1, l'algoritmo non converge. 

Consideriamo, in particolare, il caso reale; siano cioè w,, w,, x,, x, reali. L’al- 
goritmo è allora reale e se, come supponiamo, ©, ed ©, sono distinte ed x, non coin- 
cide con x,, non può aversi (x,x,,@,) = 1; l'algoritmo (2) convergerà dunque 
sempre, tranne nel caso che si abbia (x,x,@,©,)= — I, cioè quando la proiettività 
iperbolica che ha come punti uniti m, ed ©, e che ad x, fa corrispondere x, non è 
involutoria. Detto inoltre x, il coniugato armonico di x, rispetto ad w,, ©, [tale dunque 
che sia (x,x,0,0,) = — 1], i punti x,, con s > o, si manterranno tutti in uno dei 
due segmenti x, x!, i punti x, (con t < o) nell’altro, e tenderanno a quella delle due 
radici w,, ©, che appartengono al segmento relativo. 

Converrà ancora distinguere, secondochè è (x x,0,0,) 2 0. 

Quando sia (x,x,0,0,) > 0, per t qualunque positivo o negativo è anche 
(x,x,_,@,@,)> 0; l'algoritmo, diretto ed inverso è monotono. Se invece (x, x,0,0,)<0, 
e anche (x,x,_,@,,)<o e (x,x,0,0,) ha il segno di (— 1)'; ciascuno dei due algo- 
ritmi, diretto ed inverso, è oscillante o bilaterale. 

5. Sia, in particolare 


(ne) f(0) = 0° — D, 


essendo D un numero reale e positivo, ed insieme facciamo x, = co. Indicando con 
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YD il valore positivo del radicale, l’algoritmo è allora definito dalla formula 


nl) 


REA LL VB + VD) +(x, VY" 
| (x, + 7D) — (x, — VD) 


e si avrà anche 
aaa 


t+I 


(13) A x + x veli VA 


t+1 


(12) 


cioè 








dove i polinomi H,, P, sono definiti dalle (9,) del n° 3. Per t=2, 3, 4, ... si avrà 
quindi: 
Pn ROME ae 


Xx 











er, ga 
goti. Fia, ATE E no 
mer Dro De DE w e\ 


e l'algoritmo convergerà, quando x, non sia un immaginario puro, a quello dei due 
valori di YD che ha lo stesso segno della parte reale di xine patticolares set 2 & 
reale, l'algoritmo è reale e converge a quel valore di YD che ha il segno di x; la 
DI 
x+VD| 


convergenza, misurata dalla costante è monotona o bilaterale, secondochè 








|x,] è maggiore o minore di YD. 





gi ok Dada 
Prendiamo ora come valore iniziale x* = — . Si ha allora subito: 
2 
I 
i * leo D . sa E b == . 
un =; X),—%X,,, (2=90,1, 2,..., —1,—2, ...); 
2h+1 
D NME x) —— 0, x, — x, è: 
— - D 
Xoper — Kan ob = EB (BOT e 
2h 
quindi insieme coll’algoritmo (13), ciascuno dei due 
D È D 
Ae > 3) eT 
oe ; x, 
- x = x 
DI 5) 2) x, 9 AND te 


converge ancora a Y D, come l’algoritmo GENF 
6. Torniamo all’algoritmo generale, definito dalla (2,); e facciamo in questa 
t = sh, con se È interi e positivi, ed s N 2; avremo subito: 


(xx X,Q, 0) == CAE Xo Wi o,) 


78 ONORATO NICOLETTI. 





posto quindi x, = y,, xx = yj’, la uguaglianza precedente si scrive: 





(14) (yp) 00, 0,) = Gi,x,0,0,) Ka 
e, per la (6), si avrä ancora: 
(s M (x 9 YO ) 
(14) Na et na) 
N, (C2 ven) 


dove le M. N. sono definite, per via ricorrente, dalle sin particolare; persa 
E, 5 >, P ? 7 P 2 P ) 
sarà, posto y, = y, 
(EE M, a yo) 
(14,) le een 
(x; Yo ) 


Per k— 1, 2, 3, ..., la (14,) definisce un algoritmo A, di iterazione, il quale è, 
evidentemente, parte dell’algoritmo F definito dalla (2,) per i valori interi e positivi 
di t; esso quindi convergerà, come T, per tutti i valori della variabile complessa y 

) q D ’ ) P DEE, 
per i quali sia \(y,x,@,,)| 4 1, e tenderà, rispettivamente, ad ©, o ad w,, secon- 
dochè è |[(y,x,0,0,) & 1: 

Posto: 

at 28 (s) 
voue — 010) AMT, 
è poi anche: ; 
Ai TA A rs (Aa ) 
ne segue che l’algoritmo A,, definito dalla (14,) ha convergenza di grado s *). 

Abbiamo così, per i diversi valori di s, una classe di algoritmi razionali, che ap- 
prossimano le due radici », ed ©, delle (1), con un grado di convergenza che può 
farsi grande a piacere, e dipendono dal parametro arbitrario x,. Considerando la cir- 
conferenza C(x,; ,, @,) del fascio che ha per cerchi limiti ©, ed ©, e passa per x,, l'al 
goritmo A, convergerà per qualunque valore di y,, che non appartenga a C(x,; 0,3 ®,), 
e convergerà a quella delle due radici ©, ed ©,, che sta insieme con y, nella stessa 
delle due regioni, in cui la circonferenza C divide il piano complesso; anche di questi 
algoritmi è cioè noto il campo vero di convergenza. Per la (10) del n° 3, dall’algo- 
ritmo di grado s si ha quello di grado s + 1 colla formula 


(15) = x — 2, + ay? +40, — x.) 
(x, — 9) + rp + 9) 


Consideriamo, in particolare, il caso reale; siano cioè x,, y,, ,, ©, reali; detto x; 
il coniugato armonico di x, rispetto ad ©, ed w,, l’algoritmo (14) convergerà, quando 
y, sia diverso da x! (e da x), e, per s pari, si avrà sempre (y; x,0,0,) > 0, 
sca ae y i : ; (s) 
cioè y) non sarà separato da x, mediante ©, ed ,, per s dispari (y,'x,,@,) ha 





1) Per questa definizione cfr. O. NicoLertI, Sulla teoria della convergenza degli algoritmi di ite- 
razione [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III, t. XIV (1908), pp. 1-32], pp. 1 € 11. 


le 
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. 2 . . È AE (s) Ip N . ri 
invece il segno di (y,X,©,0,), cioè y{ sarà o meno separato da x, mediante w, ed 
w,, secondochè lo è oppur no il valore iniziale y,. In ogni caso poi l’algoritmo è 
monotono. 

Infine, come al n° 5, poniamo f(w) = 0° — D, 0, = — w, = ÿ D, indicando D 


un numero reale c positivo e f/ D il valore positivo del radicale, x, == co. Avremo: 





6 NUE H, (Yo) 
(1 ) da da ji (y ) 
(o) 
dove i polinomi /7,, J, sono definiti dalle (9,) del n° 3, e per i primi valori di s 
avremo gli algoritmi 
> + D 
ya sane , (di NEWTON), 
2Y, 
Pre Lo 
O 
4 2 2 
St STD 
- 3 b) 
49 7 4Dy 
che furono trovati dal Jaco per via affatto diversa ?). 
Ciascuno di questi algoritmi approssima, quando y, non sia un immaginario 


puro, quello dei due valori di Y D che ha lo stesso segno della parte reale di Min 
particolare, per y, reale e diverso da zero, il valore positivo o negativo, secondochè Yo 





(di DEDEKIND), 





è positivo o negativo; è monotono e tende a YD per valori assolutamente maggiori 


di Y D, se s è pari; per s dispari vi tende invece dalla parte di y,, etc. 


Pisa, li 25 maggio 1916. 


ONORATO NICOLETTI. 


?) Cfr. JacoB, On Sequences, wich determine the n-th rooth of a Rationel Number (Proceedings of 
the London Mathematical Society, 1904). 
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DELLE SUPERFICIE ALGEBRICHE D’ORDINE 7 
CON UN FASCIO ELLITTICO DI CONICHE. 


Nota di Gelsomina Grimaldi (Catania). 


es 


Adunanza del 23 luglio 1916. 





In questa Nota si assegnano le superficie algebriche d’ordine n = 7 con infinite 
coniche le quali formino un fascio ellittico, nell'ipotesi che i piani di queste costitui. 
scano un inviluppo di classe u > 1. 

1. Sia y una superficie algebrica irriducibile di ordine n= 7, avente un fascio di 
coniche (K) generalmente irriducibili "). 

Indichiamo con (x) l’inviluppo (irriducibile) costituito dai piani di queste, con | 
la classe di (x), con s il numero di coniche di (X) esistenti in un piano generico 
di (7). 

È noto ?) che tra i numeri n, u. 


(1) an=2ps+d+4+2d' 


ove d N 4 è il numero dei punti doppi dell’involuzione I; secata dalle coniche di (K) 


, 5, 5, 9’ esiste la relazione 


sopra una sezione piana generica c di y; e à’ è il numero di quei punti di c (distinti 
o no), su ognuno dei quali cadono (su due rami) due punti coniugati della detta J’. 
Indicando, infine, con p, il genere di c e con p, il genere di I), cioè di (K), è 
(ZEUTHEN) 
(2) d=2(p +1) — 4b: 

Dalle (1) e (2) si ricava 


(3) p=2zptn_ci1i—-pus—d 


1) È noto che ogni sistema irriducibile co! di coniche di y è un fascio. Cfr. G. CASTELNUOVO € 
F. ENRIQUES, Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria delle superficie algebriche. [Annali di Mate- 
matica pura ed applicata, serie III, vol VI (1901), pp. 165-225], n° 17; e M. pe FRANCHIS, Le superficie 
irrazionali di 5° ordine con infinite coniche [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie V, vol. XV, 
2° semestre 1906, pp. 284-286], n° 1. 

2) G. MARLETTA, Sulle superficie algebriche con infinite coniche, e, in particolare, su quelle d'ordine 
5 [Atti dell’Accademia Gioenia, Catania, serie V, vol VIII (1915), Memoria ALVIS ese 
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È nota *) inoltre la diseguaglianza 








(4) Ee ee 
dr 

2. Supporremo sempre # = 7, (K) ellittico; onde p, = 1, em > 1. 

Dalla (4) si deduce che il massimo valore du è @ = 5, da cui segue s=1, 
onde (x) è ellittico. 

PO) Sa du 0 € quindi p. — 3. 

Se (=) è gobbo la superficie y esiste *) ed è la proiezione della superficie y, rap- 
presentabile sul cono cubico (ellittico) mediante un sistema di curve dell’ottavo ordine, 
passanti due volte per il vertice, con altri tre punti-base doppi e un punto-base sem- 
plice °). 

3. Supponiamo ora che l’inviluppo (=) sia conico, il punto-base V di esso sarà °) 
doppio per y e punto-base per (X). 

Anche in questo caso è pf. = 3. 

Consideriamo la superficie y, d’ordine 8, dell’S,, rappresentata sul cono cubico 
(ellittico) mediante un sistema lineare co° di curve del sesto ordine segate dalle qua- 
driche che toccano il cono in un punto fisso 7). Proiettando y, da uno generico 6 
dei piani che incontrano essa in un punto generico, si ottiene la superficie y richiesta. 

4. Sia U = 4. 

Bias ha sr, onde (7) è ellittico. 

Siccome è SN 4 si ha à € 2. 

Sia (m) gobbo; per 9 — 0 è p — 4. 

È, per es., una siffatta superficie quella ottenuta nel seguente modo. 

Tra i piani di un inviluppo gobbo ellittico di classe p = 4 e i coni quadrici di 
un fascio (y), si stabilisca una corrispondenza (2, 1), tale che esistano tre piani di (x) 
ognuno dei quali faccia parte del suo cono quadrico (degenere) corrispondente. Il luogo 
della conica comune a due clementi omologhi, a prescindere dei detti tre piani, è la 
superficie richiesta. 


euro — 1 ¢ dh —3. 





3) G. MARLETTA, Delle superficie algebriche con infinite coniche [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, tomo XL (2° semestre 1915) pp, 103-109], n° 6. 

4) G. GASTELNUOVO, Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono curve di genere 3 [Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XXV (1899), pp. 695-715]; e G. Scorza, Le superficie a 
curve sezioni di genere 3 [Annali di Matematica, serie III, tomo XVI (1909), pp. 255-326 e tomo XVII 
(1910), pp. 281-330]. 

miescorza IC #4) 2° Memoria; 36. 

AMAR Era D c. 2), n° 3. 

7) CASTELNUOVO, I. c. 4), n° 9. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 31 marzo 1917. II 
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La superficie y esiste 5); essa è la proiezione della superficie %, deln? 2,2: dagen 
generico punto complanare con una generica conica di questa superficie. 

6. Sia ora (x) conico; il punto-base V di esso sarà triplo per y € punto-base 
per (K). | 

Per 3’ = 0, e quindi p, = 4, 

a) basta ripetere la costruzione del n° 4 supponendo che l’inviluppo (=) sia conico 
(c i tre piani, parte dei coni corrispondenti, siano collineari). Ovvero: 

b) Sia y’ un cono cubico ellittico e X’ il suo spazio ordinario. 

Si stabilisca una omografia fra il sistema > delle quadriche di 2’ passanti per 5 
punti generici di y’ e gl’iperpiani di un S,. A y’ corrisponderà una superficie y, d’or- 
dine 4X 3 — 5 = 7, con un fascio ellittico (K,) di coniche. 

Per calcolare l’ordine della V, costituita dai piani di queste, basta trovare quante 
sono le generatrici di y’ ognuna appartenente ad una quadrica di una data rete dis. Ma 
questa quadrica dovendo contenere la detta generatrice, passerà per il vertice ARA Cha 
onde possiamo dire che il numero richiesto è quello delle generatrici appartenenti a qua- 
driche di un dato fascio di x la cui quartica base passa per V’. Ma un tal numero € 
4.3 — 5 — 3 = 4; quindi 4 è l’ordine richiesto della varietà 7. 

Proiettando y, da un punto generico, si ottiene la richiesta superficie y. 

Feber.) i: eee 

Si consideri la superficie y, del n° 3. Proiettandola da uno generico dei piani in- 
cidenti essa in un punto, e incidenti il piano di una conica del fascio (ellittico) di co- 
niche esistenti in essa medesima, si ottiene la richiesta superficie +. 

Solas est 

Dalla esı deduces == 7: 

Essendo $ N 4 risulta d' < 3. 

Perde or DEEE 

Una siffatta superficie può, per es., ottenersi come luogo della conica comune a 
due elementi omologhi di un inviluppo ellittico di piani (m) di classe p = 3, e di un 
fascio di quadriche (y), ove fra i loro elementi esista una corrispondenza (257 208 
Questa, inoltre, sia tale che esista un piano di (7) al quale corrisponda in (y) una 
quadrica (degenere) della quale quel piano sia parte. 

Secondo che il vertice VY del cono inviluppato da (x), appartiene ovvero no alla 
base di (y), V sarà quadruplo per y e punto-base per (K), ovvero semplice per y € 
non punto-base per (K). 

Oren d — 1 Calle: 

a) È una siffatta superficie y quella che si ottiene con la seguente costruzione. 

Sia (x) un inviluppo ellittico di piani di classe p = 3, e (y) un fascio di coni 
quadrici tra gli elementi dei quali sia stabilita una corrispondenza (2, 1), con la condi- 
zione che esistano due piani di (x), uno =, facente parte del suo cono omologo, l’altro 





BJ SGORZA et) 


vii era 
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passante per la retta doppia di uno dei tre coni Jet di (7), € a questo cono cor- 
rispondente. Il luogo della conica comune a due elementi omologhi, nella detta cor- 
rispondenza, è, a prescindere dal piano x, la superficie y richiesta. Il vertice V del 
cono inviluppato da (x) sarà semplice per y e non punto base per (K). 

b) Si consideri la superficie y, del n° 6, 5). Proiettandola da un generico punto 
complanare con una conica di (K,), si ottiene la richiesta superficie +. Il punto-base di 
(=), essendo proiezione del punto dell’S, corrispondente a 7’, è base per (K) ed ha 
per y la multiplicità 3 + 1 = 4. 

(Tap, ALTRO ye 2 Ch 3. 

a) Si consideri i superficie y, del n° 3. Proiettandola da uno generico dei piani 
incidenti essa in un punto e incidenti i piani di due coniche del fascio (ellittico) di 
coniche esistente in ÿ,, si ottiens la richiesta superficie +. 

I piani delle coniche di y, inviluppano un cono ellittico di classe wu = 3 il cui 
vertice è quadruplo per e punto-base per (K). 

b) Si consideri la superficie y, del n° 2. 

È noto 2) che i piani delle coniche di essa riempiono una 7, ellittica normale 
del quinto ordine. Proiettando y, dal punto comune a due di questi piani, si ottiene la 
richiesta superficie y. L’inviluppo (x) sarà di classe u = 3 e il suo punto-base V sarà 
semplice per e non punto-base per (k). 

San. 2. 

alas) sin hal si< 3; i 

L'ipotesi di s = 1 si esclude perchè conduce alla razionalità del fascio (K). 

pipe 2c auindi, pervlay(1), di < 2. 

Orserviamo anzitutto che il punto V, base di (x), è triplo per y e punto-base per 
(K); cio risulta dalla considerazione della curva caratteristica *°) di questo fascio. Infatti 
sia c la detta curva; essa ha due punti doppi in due punti A e B della superficie 4 


I 


di VERONESE, punti che costituiscono due coppie di una stessa gi esistente nella curva. 
Questa giace nell’iperpiano tangente doppio di 4 lungo la conica di questa passante 
per i punti À e B; segue da ciò che (A) ha un punto base evidentemente triplo per 
11 
1). 
Per costruire questa superficie, nell’ipotesi 5’ = o, si parta da una curva ellittica 
C, d’ordine 7, come ora si è detto, curva la cui esistenza è evidente. Ad essa corri- 
? I 1 
sponde “*) nel piano, un sistema (K’) ©' di coniche, d’indice 7; proiettando (K’) 
da un punto O, si ottiene un sistema d’indice v = 7 di coni quadrici il quale 
P ) gy, 1! q 
ammette come elementi doppi ciascuno dei due piani (contati due volte) che da O 
proiettano le due rette doppie r ed s, corrispondenti **) dei punti A e B. 


PIESCORZA, lc è), n° 29. 

BRyeDAARLETTA, 1.rc..8), ns 

11) Alla medesima conclusione si può anche pervenire direttamente; cfr. 1, €. 9), 
SEMARLETTA, 1, 6.8), n° 4 

sees nl 
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Il sistema (9) è dotato di una gi} omologa della gi detta sopra, tale che i coni 
2 Or e 20s, ognuno contato due volte, costituiscono due coppie di essa. Si assegni 
ora un inviluppo (x) di classe p= 2, passante per i piani Or ed Os, e si stabilisca una 
corrispondenza biunivoca fra i piani di questo e i gruppi della detta gi, in modo che 
ai piani Or e Os corrispondano rispettivamente i due gruppi di g, costituiti da questi 
coni medesimi (contati due volte). Il luogo della conica comune a due elementi omo- 
loghi è, a prescindere dai piani Or e Os, ognuno contato quattro volte, la superficie | 
y richiesta. | 

ale Reros ren 

Si può ottenere la richiesta superficie y aggiungendo, nel n° precedente, che la 
curva caratteristica di (X) abbia un ulteriore contatto con la superficie di VERONESE. 

13. Concludendo: 

Le 14 superficie trovate si possono riassumere, servendosi della notazione '*), 


NI, 
Uy Dis I 5’), (u, PD; 5, ee (v, D; 5, 9 he 


nel seguente quadro: 


(5, 1, 1, 0), Oy 17050) 
(4, I, 1} ©), (4, 1, 1, 0)’, 
(4, 1, I, I), CAR ERG ip 


3,110), 9110), 
Cerro RT Bene 
(3, 1, 1, 2),, Gs 1, 1, 2), 

(RINO 


(2, 1, 2, 1). 


Catania, luglio 1916. | 


GELSOMINA GRIMALDI. 


x 
N nia SI 


14) G. MARLETTA, Le superficie algebriche d'ordine 6 con infinite coniche [Atti della R. Accademia Pe- 
loritana, Anno Acc. CLXXXVIII, vol. XXVII (1915)]. Le tre notazioni del testo si riferiscono rispetti- 


vamente alle ipotesi che (x) sia gobbo, ovvero inviluppi un cono il cui vertice non è punto base per 
(K), o infine (X) abbia un punto base. 
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SU UNA GENERAZIONE DEI COMPLESSI QUADRATICI 
DI RETTE DEL BATTAGLINI. 


Nota di Corrado Segre (Torino). 





Adunanza del 26 novembre 1916. 





I. I complessi quadratici di rette studiati dal BATTAGLINI sono que'li che si posson 
rappresentare, riferendoli a un conveniente tetraedro, con un'equazione contenente solo 
i quadrati delle 6 coordinate: ossia quelli che, senz’essere complessi tetraedrali, son 
trasformati in sè dalle omologie armoniche date da un tetraedro. 

F. AscHIERI prima *), e più tardi, indipendentemente da lui, F. ScHur ?) han di- 
‘mostrato che un tal complesso T si può sempre definire in infiniti modi come il luogo 
delle rette tagliate da due quadriche assegnate secondo due coppie armoniche di punti 
(od anche nel modo duale). Le quadriche occorrenti in queste definizioni sono tutte 
quelle, convenientemente accoppiate, di un particolare sistema o’, S, i cui indici son 
tutti uguali a 4. Esse si possono anche caratterizzare come quelle quadriche (non coni) 
di cui tutte le generatrici stanno in T °). 

In un mio lavoro giovanile +) io ho mostrato come questi fatti si presentino nel 
modo più semplice ricorrendo alla trasformazione y, = x; per i punti x dello spazio. 
Un complesso di BATTAGLINI T si muta allora in un sistema di coniche di semplice 
definizione: cioè quelle coniche che, come superficie di 2% classe degeneri, stanno in 
un dato sistema lineare oo* di superficie di 2° classe (inviluppi) tangenti a quattro 
piani fissi. Il tetraedroide che è superficie singolare di T si muta in una quadrica ©. 


1) F. AscHIERI, Sopra un complesso di secondo grado [Giornale di Matematiche, vol. VIII (1870), 
pag. 35-37]. 

?) F. SCHUR, Ueber einen das System zweier Flächen 2. Grades betreffenden Satz und einen damit 
verbundenen Strahlencomplex 2. Grades [Mathematische Annalen Bd. XXI (1883), pag. 515-527]. 

Cfr. anche la trattazione di R. STURM, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie 
in synthetischer Behandlung, III. Theil (Leipzig, Teubner, 1896), pag. 328 e seguenti. 

3) SCHUR dimostra [loc. cit. ?), pag. 525] che se un complesso quadratico contiene ambe le schiere 
di generatrici di una quadrica non degenere, il complesso sarà di BATTAGLINI, e la quadrica farà parte 
del sistema S. Vedi anche STURM, loc. cit ?), pag. 351. 

4) C. SEGRE, Su una trasformazione irrazionale dello spazio e sua applicazione allo studio del com- 
plesso quadratico di BATTAGLINI e di un complesso lineare di coniche iscritte in un tetraedro [Giornale di 
Matematiche, vol. XXI (1883), pag. 355-378]. 
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Il sistema S di quadriche viene a corrispondere ad una oo’ di piani di 4° classe e 1° 
specie: i piani essendo così accoppiati che due piani di una coppia passano per una 
stessa generatrice, di una determinata schiera, di Q. Etc. etc. 

2 In una ricerca intorno ai complessi lineari di schiere rigate, o regoli °), mi si 
è ora presentato il complesso di BATTAGLINI con un’altra definizione, che mi pare nuova. 
Di essa appunto tratterò nella presente Nota. 

Sian dati due regoli a, @, su due quadriche distinte, non degeneri. Una retta p è 
incidente a due rette di a e due di ß. Imponiamo a p la condizione che la quaterna dei suoi 
punti d’incontro con quelle rette sia projettiva alla quaterna dei piani che, rispettivamente, 
congiungono p alle rette stesse. Dico che il luogo di p sarà un complesso quadratico di 
BATTAGLINI; e che ogni complesso di BATTAGLINI si può generare in questo modo °). 

Per dimostrare che le rette p formano un complesso quadratico, basta trasfor- 
marne la definizione nel seguente modo. Siano m n le rette di x, r s quelle di ©, in- 
cidenti a p. L'ipotesi fatta di projettività fra punti e piani di p equivale a dire che vi 
è una congruenza lineare speciale, avente p per unica direttrice, contenente murs. Se 
facciamo passare un complesso lineare per questa congruenza e per una nuova retta 
di «, avremo un complesso lineare contenente « e prs. Viceversa, se esiste un tale 
complesso lineare, la congruenza (speciale) delle sue rette appoggiate a.p stabilirà fra 
i punti e i piani di p la projettivita voluta. 

Tiriamo dunque gli co° complessi lineari (rete) contenenti x. Per ognuno — sia 
L — prendiamo le due rette rs secondo cui esso incontra ß, ed assumiamole come di- 
rettrici di una congruenza lineare L'. Ogni retta p si potrà riguardare come una delle 
rette comuni ad un complesso L e ad una congruenza L’. 

Ora, variando L nella rete, L’ passa costantemente per il regolo ß’ incidente a % (cioè 
composto delle rette incidenti a quelle di f): ossia L’ descrive anch’essa una rete. Le 
due reti son riferite reciprocamente. In fatti, se L si restringe a variare in un fascio, 
le coppie di rette rs che L ha comuni con { generano un’involuzione entro questo 
regolo; e quindi tutte le congruenze L’ che le hanno per direttrici stanno nel complesso 
lineare per cui quelle coppie di rette son coppie di rette coniugate. Viceversa, se L' 
varia in un complesso lineare, L descriverà un fascio. 

Così il complesso @ delle nostre rette p si genera colle intersezioni degli elementi 
omologhi di due reti (di complessi e congruenze lineari), aventi per sostegni « e 8’, 
riferite tra loro reciprocamente. È dunque un complesso quadratico. 

Risulta che esso contiene x e £'; e analogamente dunque conterrà { e x’ (regolo 


incidente ad a). 





5) Dovendo parlare spesso di sistema di generatrici di una quadrica, ossia schiera rigata, è oppor- 
tuno avere un vocabolo unico da sostituire a quelle locuzioni. Mi permetto d’introdurre a questo scopo 
la parola regolo, che già gl’Inglesi hanno adottato (regulus) nello stesso senso: veggasi, ad esempio, 
C M. Jessop, A Treatise on the Line Complex (Cambridge, University Press, 1903), pag. 39 e oltre. 

©) Per brevità, nel seguito diremo questa la generazione del complesso per incidenza su due regoli; 
mentre la generazione di ASCHIERI si dirà generazione armonica, 


ah ENS “ae Cero 
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3. Il complesso € che abbiam definito coll’incidenza sui regoli 2, £, si può defi. 

nire nello stesso modo mediante i regoli x’, %’ incidenti a quelli. In fatti siano rispet- 
le) FI 

tivamente mn, rs le rette di x, 8 incidenti alla retta p di ©, ed m'n’, r's' le rette di 


x’, ß’ che passano rispettivamente pei punti d’appoggio delle prime quattro rette su f. 
L’essere, per ipotesi, la quaterna di punti p(m rs) projettiva alla quaterna di piani 
p(mnrs), poichè questi piani passeranno rispettivamente per n'm's'r", si potrà anche 
scrivere così: la quaterna di punti p(m'n'r's') è projettiva alla quaterna di piani 
p(n'm's'r'), ossia alla quaterna di piani p(m'n'r' 5°). 

Di qui segue subito che C è un complesso di BATTAGLINI, avente per tetraedro 
principale quello: che è autopolare comune rispetto alla quadrica A di xz’ e a quella 
B di 6%’. Invero l’omologia armonica rispetto ad un vertice di questo tetraedro e alla 
sua faccia opposta muta x e ß in a’ e ß’: e quindi muta € in se stesso; ossia C am- 
mette le omologie armoniche di quel tetraedro. 

4. Una tangente generica f ad una delle duc quadriche A, B (n° 3) soddisfa, a 
prima giunta, alla condizione che definisce le rette del nostro complesso (n° 2): in 
quanto che, venendo per essa a coincidere, ad esempio, m ed n, esiste, senz'altro, la 
projettività fra i punti e i piani p(mnrs). In tal caso non si applica più a p il ragio- 
namento che ci ha portato alla generazione, con reti reciproche, del complesso quadra- 
tico C. Si deve dunque sottintendere nella nostra definizione che quelle tangenti gene- 
riche vanno escluse. 

D'altra parte C contiene necessariamente delle particolari tangenti di A (che oc- 
corre cioè introdurre in C per render chiuso l’aggregato, ossia per avere tutto un com- 
plesso algebrico). Son le rette comuni a due complessi quadratici: forman dunque una 
congruenza (4, 4) Se una tangente p di A, che non sia generatrice di questa quadrica, 
sta in ©, il fascio di tangenti di À a cui essa appartiene avrà comuni con 6 tre rette 
(p e le due generatrici), e quindi starà tutto in ©. Perciò quella congruenza (4, 4) 
si compone di co' fasci, i cui centri formeranno su A una curva di 4° ordine e i 
piani un inviluppo di 4° classe. 

Consideriamo ora invece una retta p di C che passi per un punto P comune alle 
quadriche A e B. Essa avrà coincidenti in P, ad esempio, i due punti d’incontro colle 
rette mer di x e 8. Perchè p soddisfi alla definizione del n° 2, nell’ipotesi che la 
projettività fra le due quaterne di punti e piani di p non degeneri, bisognerà che coin- 
cidano pure i due piani omologhi dei due punti suddetti, ossia i piani pm, pr. Se in- 
vece questi due piani sono distinti, la projettività sarà degenere, e il punto P(=pm=pr), 
cui corrispondono due piani distinti, sarà punto singolare per essa; mentre il piano sin- 
golare avrà per corrispondenti gli altri due punti pm, ps, e sarà dunque un piano in 
cui coincideranno i due piani pn, ps. In conclusione per ogni retta p di C passante 
per P coincidono i due piani pm, pr, oppure i due piani pn, ps 7) (che son gli stessi 


seep, pr del n°” 3). 





7) Lo stesso si ottiene considerando la congruenza lineare speciale (n° 2) avente per direttrice 
p e contenente m n r s: il 2° caso corrisponde allo spezzarsi di questa congruenza. 
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Adunque la quartica intersezione delle quadriche A e B è luogo di punti singolari 
pel complesso @. Il cono di rette di @ uscente da un suo punto qualunque P si spezza 
in due fasci, determinati, l’uno dalle due rette di x e di 8, l’altro da quelle di x’ e 0’, 
passanti per P. 

Di passaggio, otteniamo questo corollario: Date due quadriche, sull’una delle 
quali siano x e x’ i due regoli, sull’altra 8 e ß’, se per ognuno dei 4 punti comuni 
a quelle quadriche e ad un piano r si tirano in questo le due rette tracce del piano 
delle generatrici di x e 8, o di a’ e 8’, passanti pel punto, si avranno 8 tangenti di 
una stessa conica (la conica di C giacente in =). 

5. Prendiamo ora un complesso generale di BattAGLINI T. Sia F il tetraedroide, 
sua superficie singolare. Risulta dai lavori citati al n° 1, in particolare dalla ricordata 
rappresentazione spaziale y, = x;, che su F stanno due sistemi co' (fasci razionali) di 
quartiche di 1° specie C,, residui Pun dell’altro (omologhi rispettivamente dei due si- 
stemi di generatrici rettilinee della quadrica Q del n° 1), tali che ogni quadrica del 
sistema S di AsCHIERI sega F in due C, rispettivamente dei due sistemi, e che viceversa 
per ogni C, passano due quadriche di S. 

Le C, di un 1° sistema sono le intersezioni di quadriche 4, A,, fra loro omologhe 
per la generazione armonica (di AscHieri) di T. Le tangenti ad A, A, nei punti della 
loro C, comune son rette di I’ (sicchè la C, risulta essere inviluppo di rette singo- 
lari di T). 

Si consideri invece una C, del 2° sistema e le due quadriche 4, B di S che si 
segano in essa. Per ogni suo punto, come punto singolare di I°, esce un cono di questo 
complesso spezzato in due fasci di rette, i quali complessivamente dovran contenere le 
quattro generatrici di A, B (che son rette di T) passanti pel punto. Supporre che sem- 
pre uno di quei fasci contenga le due generatrici di A (e l’altro quelle di B) equivar- 
rebbe a dire che le tangenti ad A nei punti della C, stanno tutte in I’: mentre invece 
le tangenti ad A che stanno in F hanno, come s’è detto, i punti di contatto sull'altra 
C, di A (l'intersezione con À). Dunque, detti xz’ i regoli di A, @%’ quelli di B, 
staranno nell’un fascio, ad esempio, la retta di x e quella di &, e nell’altro fascio 
le rette di x’ e 8’. Quindi il complesso € definito (n° 2) coll’incidenza sui regoli x e 
B (od x’ e £') avrà comuni con T (n° 4) infiniti fasci di rette costituenti due con- 
gruenze di 4° ordine e 4* classe: e però coinciderà con F. 

Resta così dimostrato che: ogni complesso di BATTAGLINI si può generare nel modo 
indicato al n° 2, e che anzi i regoli x B si posson scegliere in co' modi sulle quadriche 
di quello stesso sistema S che serve alla generazione armonica del complesso. Entro S ogni 
quadrica A ne ha una associata per la generazione armonica, ed una associata per 
la generazione con incidenza su due regoli : sono rispettivamente le due quadriche di S 
che tagliano A secondo le due quartiche che essa ha comuni col tetraedroide. 

6. Volendo ritrovare il risultato precedente per via analitica, prendiamo due qua- 
driche riferite al loro comune tetraedro polare: 


(1) A Due Oe NE 


De CUT ALES 
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Data una retta p di coordinate f.,, le quadriche del loro fascio, À A + vB, tangenti 
ad essa rispondono ai valori di À p soluzioni dell’equazione 


(2) RCA ke (AE tab). SILA E 
e dualmente dalla schiera di quadriche che contiene A e B si ha quest'altra equazione: 
(3) ed Pe part) ter = 0 

3° 4 4 


In base a ciò, si scrive che un per, delle due coppie di punti d’intersezione 
della retta p con A, B è uguale ad un birapporto delle due coppie di piani tangenti 
tirati da f a quelle stesse quadriche, ponendo: 


DE (a, SOTA, b)p?.} dh [2 ker b, ar ab, re | 
DIA IPO b, pipe Za di > fi 








2 


ossia: 
fob + RAI SENO a 2 | 
[> (a, b, a,b.)pî.] ati a, 4, a,b, ae = b, a,b, P| g 


Così la retta f ha per luogo un complesso di 4° grado, il quale però si spezza 
nei due complessi quadratici 


© Yb, + a,b) =D (Sp top) ee 


ove k indica l’una o l’altra radice quadrata di a,a,a,a,b,b,b,b,. Questo spezzamento 
del luogo di p risponde al separare su A, e così su B, i due regoli che vi stanno — e 
siano a, «' e ß, 6’ —,e poi distinguere secondo che l’uguaglianza di birapporti che s'è 
posta si ha per essere p nel complesso generato per incidenza (n° 2) sulla coppia , 
8 (ossia x’, 8’), od in quello proveniente dalla coppia x, 8’ (ossia «’, P). 

Dato un complesso di BATTAGLINI 


(5) Dagan 0 


esso si generera per incidenza su due regoli delle quadriche (1), se la (4) ccincide 
colla (5), ossia se 


I I 
(6) ab, + ab — A + = CC.) 


colle cinque equazioni analoghe. Da questa e dall’equazione contenente c., si trae che 
s 
e(c,,a,a, + c,,a,a,) è una funzione simmetrica dei quattro indici inferiori; ossia : 


(7) 0,4, a, te OF a, a, vr ca a, a, ai Cia a, a, == Cr, a,a, Ar Cr a, a. 
Ora sono appunto queste le equazioni di AscHierI per il sistema S delle quadriche che 
servono alla generazione armonica. 

Si verifica poi che le (6) son soddisfatte se, oltre alle (7), si pone 


| a,b, 
(8) 2 Cac. = analoghe, 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 10 aprile 1917. 12 
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che sono tre equazioni, le quali, per ogni quadrica A dis, individueranno la quadrica 
B ad essa associata per la generazione del complesso (5) con incidenza su regoli °). 

7. Con ciò si potrebbe riguardare come esaurito l'argomento. 

Pur tuttavia mi pare che possa offrire qualche interesse il riprendere la questione 
dal punto di vista proprio della geometria delle rette, ossia operando nello spazio 5.) 
su cui una 7° irriducibile, R, rappresenta coi suoi punti le rette dello spazio odi 

Un dato o quadratico è allora rappresentato dalla varietà I intersezione di 
R con un’altra V*. Se il complesso è generato da incidenza su due regoli «, ©, questi 
saranno dati in o dall’intersezione di R con due piani, che indicheremo ancora con 7, 
©. I regoli incidenti a quei due saran rappresentati analogamente dai piani 2', £', polari 
di x, % rispetto ad R. Ora al n° 2 si era rilevato che la definizione ivi data del com- 
plesso equivaleva a questa: ogni retta p di esso è direttrice di una corgruenza lineare 
speciale che contiene due rette del regolo a’ e due del regolo £’ 9). Trasportando ciò 
in S. abbiamo: T è il luogo di un punto di R tale che esiste un 5, tangente in esso 
ad R e incidente secondo rette ai piani 2’, %’. E polarizzando rispetto ad R: D è dl 
luogo dei punti di contatto di R con rette incidenti ai piani 2, ~%. Cerchiamo appunto 
T secondo questa definizione *°). 

A questo scopo si potrebbe anzi tutto applicare qui un ragionamento sintetico 
equivalente a quello che per lo spazio rigato (ora rappresentato in S.) s'era fatto al 
n° 2. Se cioè P è un punto di T, ed m la retta tangente in esso a R ed incidente a 

6, P starà sia sull’iperpiano polare del punto mx rispetto ad R, sia sull’S, che da 
6 projetta lo stesso punto ma. Ora quell’iperpiano descrive, intorno al piano =’ polare 
di a, una rete che è reciproca a quella descritta dall’S, intorno a £; queste due reti 
reciproche generano una V°, contenente «’ e 8, la quale seghera R secondo I. 
Ma anzi che proseguire per questa via, preferiamo procedere analiticamente. 
Semplifichiamo la rappresentazione analitica, osservando che le 3 rette che sono 
incidenti ai quattro piani x ß a’ ß’ (le diremo d’or innanzi le rette principali) formano 
una terna polare rispetto ad R, vale a dire son tali che ognuna ha per 5, polare ri- 
spetto ad R lo spazio delle altre due. In conseguenza, se si prendono ad arbitrio su 
ciascuna di esse due punti coniugati rispetto ad R, e i sei punti si assumono come 
fondamentali (14, 25, 36) per le coordinate, R si potrà rappresentare così: 


(9) R=)x= 


8) Le (8) s'incontrano, per altra via, a pag. 523 lin. 10 della Nota di SCHUR. 

9) Secondo il n° 2 si dovrebbe qui dire x e ß; ma al n° 3 si è visto che questi regoli posson 
sostituirsi con 2’ e Pf. 

19) La trattazione seguente si applica senz'altro al problema più generale: in 5,,+, ricercare il 
luogo F dei punti di contatto di una data V7, con rette appoggiate a due dati S, . T risulta Pinter- 


sezione di quella forma quadrica con un’altra. Vedi la nota 14). 


4 
LA 
a 
a 
4 
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Il piano x si determini colle sue tracce sulle tre rette principali, cioè coi punti 


\ DaB OR Or. OO PO) 
(10) COM ON 01.400) 
Î COSMO KO OEL), 


e così il piano È coi punti 
TS Cee Oe GO IO) 
(x) (04.0276 E. 0) 


(OO b, On sts): 


ani 


Un punto x di  stara (n° 7) sulla retta che unisce un punto di x, ottenuto combi- 
nando linearmente i tre punti (10) coi fattori 4,%,4,, ad un punto di f, ottenuto 


\ 
(12) i ea Aa ml TUA ANI AE x, ==, a, Lpd, 
Ir tu, x =A KW Xe =A, Lg. 


Inoltre quella retta deve giacere sull’iperpiano tangente in x a À, cioè giace su quell’i- 


combinando i punti (11) coi fattori pu. Ossia 
Tele 2 ar 


> ws 


perpiano il punto di « ora considerato. Dunque: * 
Dalle (12) eliminando le ». abbiamo: 
x Oe, — he — dragoni bx, — A (a — E 
e di qui ricavando le % e sostituendole in (13): 


(ax, +05) at) hr) (xx), br) 
(14) a 4 1° 2: 5 3 JENE sie 3 VE. e 


a—b, a,—b, QUO. 











O. 


È questa una nuova equazione quadratica nelle x: il che ci conferma che il nostro 
complesso di rette è di 2° grado. Si vede pure che rispetto alla varietà quadrica (14) 
la terna delle rette principali 14, 25, 36 è ancora una terna polare: il che si poteva 
prevedere, da cose precedenti. Se dunque supponiamo che come punti fondamentali 
delle coordinate su ognuna di quelle tre rette si sia presa precisamente la coppia dei 
punti coniugati comuni ad R e a quella nuova varietà quadrica, questa sarà rappresen- 
tata anch’essa da una somma di quadrati. 

9. In base a ciò, assumiamo ora per data la varietà l, come intersezione di R 
stessa che ha per equazione la (9), e di 


(15) Vist =o. 
Perchè con R e coi piani x, ß determinati dalle terne di punti (10), (11) venga generata 
I nel modo esposto al n° 7, dovrà la (14) essere una combinazione lineare delle equa- 
zioni (9) e (15); ossia: 
(16) er = a, b, ai 
a b 
I —— = ot — ——— = ot 
( 7) ER b p a 12 he b P + 4) 


I I I I 
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e due coppie di equazioni analoghe alle (17) (ottenute mutando glindici 14 in 25 € 
in 36). 

Dalle (17) sommando si ha 
(18) r= 2¢9-+ o(t, +4), 
e due analoghe. Dunque anzitutto perchè il problema sia possibile devono i coefficienti 
della (15) verificare le condizioni : 
(19) teeth St th 
Cid significa che nel fascio delle forme quadriche passanti per [ i 6 coni si posson 
accoppiare in 3 coppie di un’involuzione di cui R è un elemento doppio “*). E questo 
fatto si traduce, com'è noto, in S, dicendo che il complesso quadratico rappresentato da 
I dev'essere un complesso di BATTAGLINI. 

Supposto poi che le (19) sian soddisfatte, possiamo rappresentare T colla (9) e — 
invece della (15) — una tal combinazione lineare di (9) e (15) che, chiamando ancora 


2 


t. i coefficienti delle x; in essa, le (19) si precisino nel seguente modo: 
t+t3=t,ptr=ttkK=0. 
(COS la 713) SAUCE una 2): 
zer 2 2 5 © F2 EINE 
(20) T=L. x) TE i a 
e la (18) diventa 1 = 2p, che rende le due (17) equivalenti a 
b, 1 I 
— om O — — 
I 2 

a—b, 2 

ossia, climinando b, per mezzo della (16), e poi scrivendo anche le due equazioni ana- 


loghe cogl’indici 2 e 3 invece che I: 








(21) PU haan Ro 
D 


i Sg 
2t60— I 5 2t.o¢— I 
> 


Abbiamo dunque il seguente risultato: affinchè la varietà T intersezione di Re 7, 
definite da (9) e (20), provenga nel modo voluto (n° 7) da R e dai piani «, 6 che 
congiungono le terne di punti (10), (11), è condizione necessaria e sufficiente che si 
verifichino le (21) e le (16). Nelle (21) 5 è un parametro arbitrario, col variar del 


quale otteniamo co’ terne a, 4,4,, ossia piani x; e ad ognuno di questi, per le (16), 


risponde un piano 8. Sono dunque co’ le coppie di piani x ß che risolvono il problema. . 


— Naturalmente il piano ß descrive lo stesso sistema oo’ che il piano x: se «& corri- 
sponde per le (21) a o, ß proverrà da — 6. 

10. La varietà di piani, data dalle formole (10) e (21), così ottenuta (d’ordine 12, 
colle tre rette principali come rette quadruple), si genera assai semplicemente. Le (21) 





1!) L’analoga condizione varrà pel problema generale di 5,,,, accennato nella 4°). 

12) Questa varietà T del fascio, data dalla (20), è il secondo elemento doppio dell’involuzione 
interna al fascio, di cui s'è parlato dianzi. R e 7 segano ciascuna delle tre rette principali in due coppie 
di punti mutuamente armoniche, 


a 


© 


ini 
x 


< 


> we Paes 3 
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danno, per ogni 5, sulle tre rette principali coppie di punti (a, o 0 ORO ei 
tre particolari involuzioni. Sono le coppie segate su quelle rette dalle forme quadriche 
R — 2¢T =o, come subito si vede sostituendo in quest’equazione, ad esempio, il 
punto (a, 0 0 I © 0). I piani della nostra varietà si hanno dunque, a gruppi di 8, 
congiungendo fra loro in tutti i modi possibili i punti d’incontro delle tre rette prin- 
cipali con una stessa forma quadrica del fascio RT (il che dà 8 piani contenuti in 
quella forma) *°). 

La varietà è polare di sè stessa, si rispetto ad R che rispetto a T. Per ogni suo 
piano x il piano polare rispetto a R rappresenta il regolo incidente al regolo rappresen- 
tato da x; mentre il piano polare rispetto a T è, per le (16), il piano 8 associato ad 
x per la nostra generazione di I. 

Si prendan le intersezioni delle tre rette principali con una forma quadrica (7) del 
fascio RT, e le intersezioni delle rette stesse colla forma quadrica (— 5) che nel fascio 
è coniugata armonica della prima rispetto a Re T. Allora ad ognuno, x, degli 8 piani 
congiungenti 3 punti del 1° gruppo è associato come piano ß, cioè come polare rispetto 
a I, un piano che unisce 3 punti del 2° gruppo, ed è polare rispetto ad R il piano 
che congiunge i residui 3 punti di questo 2° gruppo. Trasportando queste ultime os- 
servazioni colla polarità rispetto a R, e poi riportandole allo S, rigato, si ottiene il se- 
guente risultato : 

S'indichino con c,d,(1= 1, 2, 3) le tre coppie di spigoli opposti di un tetraedro "4), 
riguardate come complessi lineari speciali. Nel fascio di complessi lineari determinato 
da c, e d,, st fissi (per ogni I) un’involuzione contenente la coppia c,d,. Si riferiscano 
projettivamente fra loro le tre involuzioni, in modo che in esse siano omologhe le tre coppie 
c,d,, ed anche le coppie *°) che sono rispettivamente armoniche a queste Ÿ). Dopo ciò, se 
sono m,n,(l = 1, 2, 3) tre coppie variabili di complessi lineari delle tre involuzioni, 
omologhe per quel riferimento projettivo, gli 8 regoli intersezioni di tre complessi tolti ri- 
Spettivamente da quelle tre coppie descriveranno un sistema S di AscHIERI (n° 1) relativo 
ad un complesso quadratico di BartAGLINI. E ad uno qualunque di tali regoli, per esempio 
a quello che è intersezione dei complessi m,m,m,, sarà associato per la generazione del 


n° 2 del complesso di BattAGLINI quel regolo che è incidente al regolo intersezione di 
TALE LAI 
i eee 


Torino, ottobbre 1916. 
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13) In particolare le intersezioni delle tre rette principali con R, congiunte fra loro, danno 8 


piani di R, cui rispondono in S,, come stelle e piani rigati, i vertici e le facce del tetraedro principale 
del complesso quadratico di BATTAGLINI. 


14) Corrispondono alle tracce di R sulle tre rette principali. 


15) Queste provengono dalle tracce di T sulle rette principali. Si tien conto qui deila fine della 
nota 12), 


16) Sicchè nelle projettività restan solo più due costanti arbitrarie, 








SULLE DERIVATE SUCCESSIVE DELLE FUNZIONI COMPOSTE 
DI QUANTE SI VOGLIONO VARIABILI. 


Nota di Ugo Amaldi (Modena). 





Adunanza del 12 novembre 1916. 





La ricerca di formole per il calcolo diretto delle derivate successive delle funzioni 
di funzione e delle funzioni composte di quante si vogliono funzioni di una sola varia- 
bile indipendente ha fornito, un tempo, argomento a numerose ricerche, sopra tutto in 
seguito e, forse, per impulso dell’opuscolo di R. Hoppe, Theorie der independenten Dra- 
stellung der höheren Differentialquotienten, (Leipzig, 1845) *). 

Ma non è a mia conoscenza che sia stato esaurito il problema nel caso più ge- 
nerale delle funzioni composte di funzioni di quante si vogliono variabili indipendenti. 

Ora io sono stato indotto ad occuparmi appunto di quest'ultimo caso da una ge- 
niale e feconda osservazione di P. MeboLAGHI °), il quale ha messo in luce l’impor- 
tanza fondamentale, che, nella teoria dei gruppi continui infiniti (cioè dipendenti da 
funzioni arbitrarie) compete alla interpretazione gruppale delle equazioni, che legano le 
derivate delle funzioni composte a quelle delle funzioni componenti, nel caso in cui 
queste ultime siano in numero uguale alle variabili indipendenti. 

La ricerca, di cui qui ci occupiamo, si riduce essenzialmente ad una questione 
combinatoria ; e, adottando questo punto di vista e ricorrendo ad una opportuna rap- 
presentazione simbolica dei prodotti di derivate delle funzioni componenti, potremo 
scorgere e seguire passo passo l'algoritmo, secondo cui, al sovrapporsi delle successive 
derivazioni composte, si moltiplicano e si complicano i termini dci rispettivi sviluppi. 


1) Non ho potuto aver visione di questo opuscolo. — Parecchi dei lavori pubblicati sull’argo- 
mento si trovano elencati in E. Pascat, Esercizi critici di Calcolo differenziale e integrale, II edizione 
(Milano, Hoepli, 1909), pp. 107-108. 

?) P. MEDOLAGHI, Sulla teoria dei gruppi infiniti continui [ Annali di Matematica pura ed applicata, 
s. II, t. XXV (1897), pp. 179-217]. A codesta osservazione del MEDOLAGHI va ravvicinata la Memoria 
di E. Picaro. Sur certains systèmes d’equations aux dérivées partielles généralisant les équations de la theorie 
des fonctions d’une variable complexe [Journal de Mathématiques pures et appliquées, s. IV, t. VIII (1892), 


pp. 217-232]. 
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Apparirà, in tal modo, manifesto il procedimento, relativamente semplice, che permette 
di calcolare direttamente le derivate delle funzioni composte. 

Naturalmente le. varie formole, già note nei casi speciali accennati dapprincipio, 
sono tutte trasformabili in determinazioni particolari di quelle generali che qui daremo; 
avverto che queste ultime contengono, tali e quali, come casi particolari: 

1) la formola relativa alle funzioni di funzione di una sola variabile che è dimo- 
strata dal CusAro nel suo Corso di Analisi algebrica (Nota VI, pp. 496-499) e che 
credo dovuta ad A. Farts °), il quale la dedusse da una formola di R. Hoppe; 

2) la formola relativa alle funzioni composte di più funzioni di una sola variabile 
indipendente, dimostrata, per via non combinatoria, da F. Mossa 4). 

Il procedimento seguito nella presente Nota ci permetterà di riconoscere la vicen- 
devole equivalenza, dal punto di vista combinatorio, dei due problemi or ora indicati 
e risolti dal Fars e dal Mossa: e, in generale, assoderemo che il grado di difficoltà 
del problema della derivazione successiva delle funzioni composte dipende dal numero 
delle variabili indipendenti, non da quello delle funzioni componenti (o intermedie). 

Aggiungo, infine, che alla formola, dianzi ricordata, del Mossa va ravvicinata la 
formola stabilita dallo StoLz °) per le successive derivate di f[x, y(x)]. Questa formola 
fu di recente ridimostrata dall’ENrtques con un elegante procedimento fondato sul- 
l’uso di simboli e concetti operatori °). 


Osservazioni preliminari. 


1. Sia x una funzione delle » variabili (intermedie) y,, ciascuna delle quali sia 
funzione delle m variabili (indipendemi) x.; talchè si avrà: 
J 


x Oz «<= ile Wane i 
(1) va = D: <a T2: Chae her ee me) 
i 


Se immaginiamo di iterare quante e quali si vogliano derivazioni rispetto alle x,, 
appar manifesto che una qualsiasi derivata della z 


Dr mr 
à OR N 0x0 


m 


risulta espressa linearmente per mezzo delle derivate di x rispetto alle variabili inter- 


3) A. Fais, Nota intorno alle derivate d’ordine superiore delle funzioni di funzione [Giornale di Ma- 
tematiche di BATTAGLINI, vol. XIII (1875), pp. 47-48]. 

4) F. Mossa, Sulla derivazione successiva delle funzioni composte [Giornale di Matematiche di 
BATTAGLINI, vol. XIII (1875), pp. 175-185]. 

5) O. Srozz, Ueber die singuliren Punkte der algebraischen Functionen und Curven [Mathematische 
Annalen, Bd. VIII (1875); pp. 415-443]. 

6) Cfr. il Cap. III del II Vol. [in corso di stampa] di F. EnrIquEs e O. Cuisini, Lezioni sulla 
teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche (Bologna, Zanichelli). 
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medie y, 
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limitatamente ai valori di a, %,, ..., %,, per cui sono soddisfatte le disuguaglianze 


(2) PAIA teary uh NE GL 
In base a ciò, supponendo prefissato il sistema di numeri interi o, in parte, nulli 
513 523 ++-35, € mettendo in evidenza, per opportunità di calcolo, certi divisori fattoriali, 
poniamo 
I tornera 
SS. EN Eee e eee 


m 





try... tR 
ba i, , I d oO 2 ER H°052»--55m 


fra tal ie alcool ju ea 


I 2 n 





dove la sommatoria va estesa a tutti i possibili sistemi di # numeri interi positivi o, 
in parte, nulli x, che soddisfanno alle disuguaglianze (2). 
Le Hm dipendono esclusivamente dalle derivate delle variabili intermedie y, 
n 


1929-109 
rispetto alle variabili indipendenti x; e, come risulta manifesto ove si immagini di ite- 
rare le (1), sono precisamente funzioni razionali intere di codeste derivate. 
E altresì chiaro, in base alle (1), che nei termini delle forme differenziali H non 
compariranno mai come fattori le y,, ma soltanto le loro derivate. 
2. Qui tutto si riduce a indagare l’algoritmo per il calcolo delle forme differen- 
ziali H a 4.4. Ora è facile assegnare anzitutto, a tale scopo, un procedimento ricor- 


U 


rente. 


Derivando invero le (3) e tenendo conto delle (3) medesime, si trovano le for- 
mole fondamentali 


ee Rue, n 9 
SETTE DI 
(4) 5, De met a MES a gee + > a, ear RN Hs sm Qi 1, SONT 
. di a: UD ae ) 


DEA CT pes 2h—1,. oe ht 


dove le H, per cui gli «, risultino o tutti nulli o, anche solo in parte, negativi, o 
la somma x, + x, + --- + x, riesca superiore ad s +5, + --* +s,, vanno poste 
identicamente uguali a zero. 

D'altra parte le (1) danno direttamente 7): 











| Hi?» neko OY, Hi? nie: d Yb Ha ODA Oy, 

TQ ing To) x, RES O,...,1p,...,0 TMS 0 ren m 0,01 ati ) 

(5) Hore the? NI Oy, ee Her ke a OY, OT —_ OY”, I 
0,150 dx, ’ ) eA ee) o) Ue ? > 0,0,...,1 6) xi 
H®®-! Ne Oy, Hee! ey OY, Hoo! een Oy, 

NO O Ox + ai ER, 0, -yT fy. +, io Ox DEN 0,0, Ox n 





7) Per quanto possa apparire superfluo, avvertiamo esplicitamente che qui e nel seguito indichiamo, 
quando occorra, con un piccolo affisso ad un indice o apice il relativo posto d’ordine. 





ni ii 
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cosicchè, partendo da queste H di indici minimi, si possono calcolare per mezzo delle 
(4), in via ricorrente tutte le altre forme H. 
Così, per es., troviamo: 











=> v 
Hr Sor ii ig igor aye BOY d BE si = = en ci 
(6) E dx, ee x 02 CRUE 
Fiat qu 20 es Oy, Oy, 2 at 
5 + » ETC. 
, ts RS dx, SITO 
ossia, genericamente : 
OMR 2 De UR dy, 4 Diddy gO weht Oy, 

H =: H E 

( ) 0,2020 To) x 2 Oo SER da, 3 
7 
FLO tho 31 pe? — 2 Oy, OY, O, sol byl jy BAe, hig OY, a + o, Yn 6) Y; 
O 230 Ox, fa) x; ) EHE Dee 30) TR EM x; dx. Ox, ) 
e similmente 
Er 9° y 
PRI (RNA SERIA ee val 1 By BO) ring CALA = 
(8) Hire SE © Ox I 2 1,0,...,0 u dx pri cio; 
“ZE I Se 2) 
ossia, genericamente ; 
2 2 
( ) He. EEE Fi Oy, PH 9511313 tja0 50 fia SOA 
Fi O;...33 Jp...) 0 va ?) 0x? I O; 00331 yy e000 ve) Ox 6) x il 
k | PAU 


Notiamo, in via generale, che, in base al processo ricorrente dianzi indicato, una 
medesima us mn si potrà, per lo più, calcolare per diverse vie e, precisamente, in 


<> n 


tanti modi quanti sono gli ordini, in cui si possono combinare, per prodotto opera 
torio, le derivazioni del 1° ordine 


d o, 6, 
per ottenere la 


Casas oe 


Pe Ne ee ore Wie Pe ew 


m 





3. Prima di procedere oltre, fissiamo alcune locuzioni. 
Per una qualsiasi forma H°'2""m", moltiplicatore di 
19% 29... On 


DE eee ae 


I LA 
PERI VARE MR VITE I 2 0 
di x; eke de Bee 07104 ve D Oy,” 








nello sviluppo di 





J | n I eni de te 
| Kane | ST 252 sm} 
RUE seh Oia NO EE RO I 


diremo indice parziale primo, secondo, ..., n"° ordinatamente i numeri interi (posi- 


tivi o, in parte, nulli) 


e apice parziale primo, secondo, ..., m"° i numeri pur essi interi (positivi o, in parte, 
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nulli) 


Syn BALI 


. 
2) m) 


chiameremo poi indice totale e apice totale rispettivamente i due numeri interi, entrambi 


necessariamente maggiori di zero, 


Ria) het TE TR SO ES 


L'indice totale di una qualsiasi forma H è minore o, tutt'al più, uguale al rispettivo 
apice totale; cosicchè le H di dato apice totale s si possono distribuire in s categorie 


secondo il valore 
ARE EN: 
dell’indice totale. 
Risulta poi dalle (4) che: Per poter calcolare tutte le forme H di apice totale s e 
di indice totale a, basta conoscere tutte quelle di apice totale s — 1 e di indice totale x 


PART 


IL. 


Proprietà degli indici e degli apici delle forme FI. 


4. Ciò che interessa si è, naturalmente, di ricostruire, in base al processo ricor- 
rente indicato al n° 2, un metodo che permetta di calcolare direttamente una qualsiasi 
forma H, quando ne siano prefissati gli indici e gli apici parziali. Perciò è necessario 
anzitutto di stabilire per codesti indici ed apici alcune proprietà generali. 

Fissiamo per un momento l’attenzione sulle forme H di apice totale 1 e 2, quali 
sono fornite dalle (5)-(9), per es. sulle seguenti, che, all'infuori di sostituzioni cicliche 
sugli indici e sugli apici parziali, forniscono tutti i tipi possibili: 








EI (2 je HY? — Oy, OY, Hever’ — 3 9 y, ChE 


D ETS ne = TS Ox Ox ’ I; Ox dx ’ 
I A ER: 


Ox 
Ppt us. Oy, Oy, + Ooh SER 


I 
FAO) 0 TE Ox, so IV 





dx. dx. ? 








2 I 
2 2 
Oey OSE A Q vi He — 9 Jp 
150,010 vena 2 Ox ) 1,0120 0,0 Ox Ox r 
I I 2 


Su ciascuna di codeste H, monomie o binomie, si rileva senz’altro che: 

1) l'indice totale è uguale al numero dei fattori (derivate) di ciascun termine; e, 
di questi fattori, implicano la y, tanti quante sono le unità del primo indice parziale, 
implicano la y, tanti quante sono le unità del secondo indice parziale ; 

2) il primo apice parziale dà la somma degli ordini delle derivazioni rispetto ad 
x,, che compaiono in ciascun termine, mentre il secondo apice parziale dà l’analoga 
somma degli ordini delle derivazioni rispetto ad x,. 





| 
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Ora siffatte coincidenze non sono fortuite, ma hanno carattere del tutto generale, 
in quanto sussiste il seguente teorema: 

Una qualsiasi forma AG eee è uguale alla somma di certi monomi, prodotti di 
derivate delle y, rispetto alle x,, in ciascuno dei quali: 

1°) vi sono precisamente, come fattori, 


a=a fafa, 
derivate, delle quali x, implicano la y,, 2, la y,, ..-, %, la y,3 

2°) la somma degli ordini (parziali) di derivazione di codesti fattori rispetto ad x, è 
uguale ad s,, la somma degli ordini di derivazione rispetto ad x, è uguale ad s,, ..., 
la somma degli ordini di derivazione rispetto ad x, è uguale ad s,,. 

point il teorema si è già Re direttamente Rap tutte le H di nr ee 


NOTI 


mettendolo già valido per tutte le H di apice i minore a 


bb +5 
Per fissare le idee, supponiamo s > 0, al che possiamo, in ogni caso, ricon- 
) pponte L Th P ) 5 MO a lia 


durci mediante una sostituzione ciclica sulle x,, x ., x,: sarà allora applicabile al 


a 


= ; A MU TA : a : °C ‘ : ER 
calcolo della forma Mya, la prima delle equazioni fondamentali (4), cioè la 


ie 7 pm n = | 
Sem — ___ fat O Th Fp ts2)008 
(10) RENE Ranch Fe VF Ô x Ar x dro x Et, 
1 1 
Esaminiano partitamente i vari termini del secondo membro. 
Nel Re Sn che non sia identicamente nullo, vale a dire che non sia 
— 1, 52,44», 1 -d: 
è Cr AO se Rs, 1)la Hd; rm essendo di ordine 
totale minore dis Hs, + --: +S, soddisfa per ipotesi al teorema; cosicchè, an- 
zitutto, ciascun suo termine comprenderà come fattori x, derivate implicanti la y, 
(i= 1, 2, ..., n); ed è allora manifesto che, derivando rispetto ad x,, non si altera 
in alcun modo codesto numero «, dei fattori di ciascun termine che portano su y,. 
—1,S 


Quanto poi agli apici parziali, in ciascun termine di Hg,” gli ordini delle varie 


La): Xn 


derivazioni rispetto ad x, hanno la somma s, — 1, SR RIE la nuova — 


O 
ne dedurremo tanti monomi, in ciascuno dei quali la somma degli ordini di deriva- 
zione rispetto ad x, risulterà aumentato di 1, cioè uguale appunto ad s,; mentre le 
altre somme s, degli ordini di derivazione rispetto alle rimanenti x, (¢ = 2, 3,..., m) 
rimarranno inalterate. 

Ad analoga conclusione si perviene per i termini della sommatoria del secondo 


membro della (10). Considerandone il termine generico 


Oy 
h s;—1,5 s 
(11) #19 x. N 


n 


il quale sarà identicamente nullo solo se è x, =0, abbiamo ancora che la My!” 
gr e n 
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essendo di apice totale minore di s, +5, + --- +5 , soddisfa, per ipotesi, al nostro 


teorema. Perciò in ciascun suo termine compariranno, come fattori, x, — I derivate 
implicanti la y,, cosicchè nel prodotto (11), dovendosi aggiungere il nuovo fattore 
Oy, 
ax 


che porta pur esso su y,, si avranno, per ciascun termine, precisamente x, derivate 
implicanti la y,; mentre ognuna delle altre y, (i = h) vi comparirà ancora in x, deri- 
vate come nei singoli termini della Aram Per quanto; poi, riguarda island 


ae e PUR À 

parziali, è manifesto che il muovo duo aumenta di 1 la somma degli ordini di 
derivazione rispetto ad x, la quale in ciascun termine di Hi» Paro e eta I SO 
perciò, nel prodotto (11), diventa uguale ad s ; mentre le somme degli ordini di deri- 
vazione rispetto ad x,, x,,..., x, rimangono inalterate, cioè ordinatamente uguali 
ad 5,} 5,3 ..., 5, Quali erano nei singoli termini di H’ em à «CE MIE 


resta, così, stabilito in generale. 


Notiamo, come corollario, che: Per una qualsiasi forma Ho »m , l'apice totale 


» #33. "on 


= 5,-- 5, +++ +5, da la somma, costante nei vari termini, di tutti gli ordini di 
DERE RA che, in ciascuno di essi, compaiono. * 
5. Il teorema del n° precedente stabilisce alcune relazioni necessarie, che legano 
gli indici e gli apici parziali di una determinata forma H al numero dei fattori di 
ciascun suo termine e agli ordini parziali delle derivazioni rispetto alle x;, che in esso 
compaiono. Ma non ci dice se fra i termini di H si trovino i tutti 1 mo- 
nomi, che è possibile formare subordinatamente alle suaccennate relazioni; e, più in 
generale, non ci fornisce alcuna notizia circa il coefficiente numerico che, nello svi- 
luppo di £7, compete a ciascuno degli indicati monomi che vi compaiono. 
Per ae questi punti è necessario sottoporre ad una indagine più minuta di 
quella del n° precedente l'equazione fondamentale (10); e ciò riuscirà agevole, ove, ri- 
correndo anche al sussidio di una opportuna rappresentazione simbolica, si metta in 


luce e si indaghi il carattere combinatorio della questione. 


HT. 


Algoritmo combinatorio per ii calcolo diretto delle forme JH. 


6. Fissiamo anzitutto una convenzione sul modo di scrivere i singoli termini di 
una qualsiasi forma H. 


Un tal termine è, all’infuori di un coefficiente numerico, un prodotto di derivate 





622) 2 RR ie 


ZE am AU 220% > Tm) è 


Oe OK ue: À x’ i 


e noi conveniamo di mettere in evidenza per ciascun fattore siffatto (modificando, be- 
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ninteso, corrispondentemente il coefficiente numerico del prodotto) l’inversa del pro- 


dotto dei fattoriali dei rispettivi ordini di derivazione parziale 





la quale, in tutti i calcoli seguenti, si considererà come inseparabile dalla derivata (12). 
Così ogni termine di una qualsiasi forma H sarà, all'infuori di un determinato cocfh- 
ciente numerico, un prodotto di monomi della forma 


(13) i tai. CES ne RO TR at jee aie: is 
TS at ETO SR CORR» x 40 ee ED AR O get 


m WL 








Ciò posto, noi rappresenteremo un monomio siffatto scrivendo la m?* dei rispet- 
tivi ordini parziali, seguita, dopo una barretta verticale, dall’affisso R della y,, su cui 
porta la derivata considerata 5): 

(14) RA pa e LA 


Considerando poi un qualsiasi prodotto di monomi (13), noi ne immagineremo sempre 
scritti 1 vari fattori secondo l’ordine crescente o almeno non decrescente, degli affissi h 
delle rispettive y, 9); e rappresenteremo il prodotto considerato mediante lo schema, 
che si ottiene scrivendo ordinatamente in colonna le varie (m + 1) (14) che rap- 
presentano, secondo quanto si è detto or ora, i singoli fattori. Codesto schema ha tante 
linee quante sono le derivate (distinte od anche uguali) che compaiono come fattori 
nel prodotto considerato, ed è costituito da una matrice ad m colonne (che nella &™ 
colonna contiene gli ordini di derivazione parziale dei singoli fattori rispetto ad x,) 
gli affissi delle rispettive y,, in or- 


Le 


seguita, dopo una barra verticale, dalla colonna de 
dine crescente o non decrescente. 
meres.) 1) prodetto’ relativo al casoim = 4, 2 == 2: 











(15) I Cees om dy, Oy, 
2!13!0x79x,0x} 2! Ox, 0x, dx 9x, Ox, 

sarà rappresentato dallo schema 

ROSTA ONE 
(16) Tio ta Vo DS RO Ban 

O 0 OO 
il prodotto: 

To oy. 

3 Ca 


8) Per evitare equivoci cogli ordini di derivazione parziale, gli affissi delle y,, quando si dovranno 
considerare isolatamente, si segneranno in carattere più marcato. 

2) È chiaro che codesto ordine risulta determinato solo quando i fattori diversi hanno affissi a 
due a due differenti; negli altri casi resta arbitraria una sostituzione sui fattori di ciascun prodotto 
parziale costituito da tutti i monomi considerati (13) che hanno il medesimo affisso, 
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dallo schema 


Td 
1.428. 
er 


Dato uno schema, tutti quelli che se ne deducono variando di ordine, fra loro, 
linee aventi il medesimo affisso, rappresentano altrettanti monomi che diversificano solo 
per l’ordine dei fattori e perciò sono algebricamente identici: tali sono, per. es., lo 
schema (16) e lo schema ‘°) 


Re o om ay 
PRIME TBE. LE 
CIT aa 


che rappresentano entrambi il medesimo prodotto (15). 
Tuttavia nel seguito schemi siffatti, che potremo dire simili, si riguarderanno come 
distinti. 
7. Importa notare subito che: Nello schema che rappresenta, a meno del  coefi- 


ciente numerico, un termine qualsiasi della forma H*v'°2-m non vi può essere nessuna 


1 8 N eg à 
linea, in cui tutti gli m ordini di derivazione parziale, che vi compaiono, siano uguali 


allo zero; giacchè, come si è notato al n° 1, nei vari termini di H°"> +" non si in- 
Lau 2 AE 


contrerà mai come fattore una funzione y,, ma soltanto le sue derivate. 

8. Ciò premesso, torniamo al teorema del n° 4. Tenendo conto della rappresen- 
tazione mediante schemi teste fissata e ricordando l'osservazione del n° precedente., co- 
desto teorema si potrà enunciare nei termini seguenti: 

La forma Hiri»-m è una somma di monomi, ciascuno. dei quali, all'infuori di un 

ATER 

coefficiente numerico (sul quale nulla ancora sappiamo), è rappresentato da uno schema 
il quale: 

1) ha m+ 1 colonne, compresa l’ultima contenente gli athssi delle y,; 

2) ha 

aoa +a, +... ba, 

lince, di cui alle prime a corrisponde, nell’ultima colonna, Vaffisso I, alle x, successive 
Paffisso 2, ..., alle ultime x, Vaffisso n; 

3) non comprende nessuna linea, i cui primi m elementi siano tutti nulli; 

4) nella k"* colonna (k = 1, 2, ..., m) contiene a numeri interi positivi o nulli 
(ordini di derivazione parziale rispetto a x, dei singoli fattori del monomio conside- 
rato) la cui somma è uguale ad s,. 

Per precisare e completare questo teorema nel senso indicato al n° 5, consideriamo 
l'insieme di tutti i possibili schemi soddisfacenti alle condizioni 1) — 4) dell’enuciato 
precedente. Codesto insieme di schemi si otterrà manifestamente in base al seguente : 





10) Si avverta che, date le nostre convenzioni, non è lecito, in un medesimo schema, scambiare 
fra loro linee di affisso diverso, giacchè in tal modo si viene a distruggere la proprietà, per noi carat- 
teristica, degli s:hemi di avere i numeri della colonna degli affissi in ordine crescente o, almeno, non 
decrescente. 


CR AE 


3 
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Algoritmo combinabrio. — a) Si decomponga, in tutti i possibili modi, ciascuno dei 
numeri interi (positivi o nulli) s, (k=1, 2,..., m) nella somma dia=x +2, He +, 
addendi interi (positivi o nulli) e ciascuna di queste partizioni di s, si faccia variare, se- 
condo tutti gli ordini possibili; 

b) St formino tutte le matrici ad m colonne ed x linee, che si ottengono prendendo 
come k°° colonna (k = 1, 2, ..., m) una qualsiasi delle partizioni variate di s, e si 
esclulano quelle matrici in cui compaia una linea (0 più) di elementi nulli; 

c) Infine a ciascuna delle matrici superstiti si aggiunga la colonna degli affissi, 
assegnando alle prime x, linee Vaffisso 1, alle a, linee successive Vaffisso 2, ..., alle 
ultime x, linee l'affisso n. 

L'insieme di tutti gli schemi che si ottengono in base al precedente algoritmo si 
dirà il sistema completo degli schemi appartenenti agli indici ed apici parziali 


| SECCO = 
Zi) SOT, pere, 3 
Sappiamo gia pel teorema del n° 4, enunciato poc'anzi sotto nuova forma, che nel 


sistema teste indicato si trova lo schema rappresentativo di ogni termine di Hrn ; 


a G2 


I FAT Dites Ae 


e noi qui ora completeremo codesto risultato, dimostrando il seguente: 


TeorEMA. — La forma Hy è la somma di tutti i monomi rappresentati dai 


tacita gp 


in BES: 
I 
Sona NZ, 
presi ciascuno col coefficiente numerico uguale all’unita **). 
9. Dimostremo anche il teorema or ora enunciato per induzione e perciò comin- 


ceremo col constatare direttamente se esso valga per le forme A di apice totale 1 e 2. 


In base alle forme (5) (7) (9), vediamo senz'altro che codeste forme ammettono 
le seguenti rappresentazioni mediante schemi: 


singoli schemi appartenenti ad 








de, Peo; 
0,...,1},...,0 (i 
| 
Ple 00 1, ...0|} Coe 0 e Ti 0 A 
eae 01) | pe. ACTOR ne tel O 
gr OIL SATO DOSSO 7020 bat 
(17) TT IE eS aa SE 00 I, O 0 h + 00 O 1, O nh 
ie sO | | 
< 00 O 1, 0 A0 0 o o|h’ 
| J . . ; | y 
fio 0. I, ...0...0|R EN A E AO, ho 
O, Tfyeery liye 0 | x ay 
O isc CR) E REA ae. RIPENSO oO |4 
On 2er 0 Oe Ds eee © 
Mee res 00... 2, i A RT IE NON. 





11) Beninteso, noi chiamiamo anche qui coefficiente numerico di un monomio, prodotto di derivate, 
quello che vi compare quando, secondo il n° 6, si riguardi come inseparabile da ciascuna derivata il 
prodotto delle inverse dei fattoriali dei rispettivi ordini parziali di derivazione. 
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Ora, se si tien presente l’algoritmo fissato al n° precedente., basta un rapido esame 
a codeste rappresentazioni schematiche per convincersi che, ognuna delle H di apice 
totale 1 0 2 si ottiene effettivamente sommando, con coefficiente numerico uguale all’u- 
nità, i monomi rappresentati da tutti (e soli) gli schemi appartenenti ai rispettivi indici 
od apici parziali '?). 

10. Dopo la verifica del n° precedente, basterà stabilire il ‘teorema per una qual. 


Stasi e rr. nell'ipotesi che esso sia valido per tutte le forme di apice totale mi 
> non 


nore di 


SER Sc sat 


sii anche qui, per fissare le idee (cfr. n° 4), 5, > 0, talchè potremo ancora 
valerci, per la determinazione di Hi», della prima delle equazioni fondamentali 


x DE 


Li, PN BOOS heey» | 
(4), cioe della 
Ò HT 8200-38 h 
Sy ES are Ras By ‚no ney) Sea ae ha op 
(19) S, Ei? be: va vat Ox my Re DE Da, i Le pren ut i 
Ro 


ZII 
li 





Ora, noi operemo qui sistematicamente sugli schemi, cosicchè dovremo dimostrare 
che se nel secondo membro della (19) si sostituiscono in luogo di 


Hi 2m ahs 17135291005 
PR PAR HD CAN TES PR (b =" 2,0 


rispettivamente e successivamente tutti gli schemi appartenti ad 


Bete I ee 5 — 1,5 


m I 


2) estoy oe 


È (h = TI, De 


IR AI NON dI i re 0 NI seme apiece e 


e su codesti schemi si eseguiscono le operazioni combinatorie indicate al secondo membro 
della (19), si ottengono: 
1) soltanto schemi appartenenti ad 


Sg Ber Dae] 


& © . . . A 


19 2) 


2) tutti gli schemi siffatti, c ciascuno ripetuto s, volte. 
La prima di queste tesi è già stata dimostrata, pur senza ricorrere alla rappresen. 
v 





12) Converrà fissare l’attenzione particolarmente sui due tipi di forme H di apice totale 2, il cui 
sistema completo di schemi non si riduce ad un solo scheina, ma a due [terza e quarta delle H (17)]. 
Nel primo di codesti due tipi il sistema completo è costituito da due schemi simili, talchè la A corri 
spondente risulta monomia e col coefficiente 2. Avverto poi, per quanto possa essere oramai superfluo, 
che, nella rappresentazione schematica della prima delle (18), all'unico schema compete il coefficiente 


numerico I, in quanto il fattore fe che compare nella espressione esplicita di codesta H [cfr. la (9) 


del n° 2], è il faltore inseparabile, secondo il n° 6, dalla 
oO is h 


ONE 
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tazione schematica, al n° 4: cosicchè resta soltanto da stabilire la seconda. 

A tale scopo è necessario fissare un modo determinato di eseguire le operazioni 
combinatorie indicate dalla sommatoria del secondo membro della (19). 

Considerato il termine generico di codesta sommatoria 


(1,0,... S~—T,Saye0ey 
(20) <,)h ee at , lai 
ricordiamo che gli schemi dei termini di rr SNA El nel loro insieme danno, 
TNT n 
per ipotesi, il sistema completo degli schemi Baba tenenti ad [>> |) hanno cia- 


scuno #, — I lince di affisso A} (n° 8) e FERA le linee dalla (x + + Lo + 1)” 
alla (a + ... + a, — 1)"; cosicchè queste linee offrono fra loro, in tutto, «, in- 
tervalli, se contiamo anche l'intervallo A posto per ) = 1) che le precede tutte e l’in- 
tervallo (o posto per h = n) che le segue. 

0) 


Ciò premesso, notiamo che la derivata y}®* che l’espressione (20) introduce 


come nuovo: fattore in ciascun termine di Hm , è rappresentato dalla linea 


Digg fm Byrn oi py 
(21) TON di 
cosicchè la (20) porta a contare «, volte ciascuno degli schemi che si ottengono aggiun- 
gendo ad ogni schema di Hire" una sola volta la nuova linea (21) fra le linee 
Ls. ‘ pi" yn 


di affisso À. Riesce allora manifestamente legittima la convenzione di eseguire le opera- 


1,520 Say 


zioni indicate dalla (20), inserendo la nuova linea (21) in ogni schema di HT", 
J 


n 


successivamente in ciascuno degli x, intervalli che in esso presentano le x, — 1 linee 
di affisso h. 


Fissata questa convenzione. torniamo alla nostra H? che compare al primo 
? %, et a 


membro della (19) e ricordiamo che il suo indice totale 


a Bach nn 
può avere uno qualsiasi dei valori interi positivi non superiori all’ordine totale 


(0° 3). 


Noi discuteremo partitamente i tre casi; 


co I; es S5 Li eae 
11.8.1. 
Sotto questa ipotesi, gli indici parziali della nostra H, di ordine totale s, saranno 


MO 


tutti nulli, salvo uno che sarà uguale all’unitä; sia questo l’7”°, cioè consideriamo la forma 


u Sm 
3 
O,. 


colpe 30 


In ecw caso tutte le H, che compaiono nella sommatoria del secondo membro 
della (19), sono identicamente nulle (n° 2), talchè codesta formola fondamentale si ri- 





duce ad 
Cine oe Sm 
22) Sree Mer 
0,. rt, +30 Er ? 
I 


e, in base a questa, è facile verificare direttamente la validità del nostro teorema, nella 
presente ipotesi particolare. 
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Per calcolare effettivamente la Hi", che essendo di apice totale s — 1, 


+.) perry 


soddisfa per ipotesi al nostro teorema, ne che ad 


appartiene, in base all’algoritmo del n° 8, l’unico schema 


) 





EINER 


talche avremo 


SI San) 
H'ıT''2»- m — 6 =e? v 3 Le 
SR) BD, Ica = ae Gi | ea) Ss | 





Applicando allora la (22), troviamo 








LUE pp Sm) 
Sb a SM — | {o 
‘ali *+-50 Be — 1)! 5, e 0 S, . 
ossia 

REA: 

Hi 52 mM — 23 . 

FAQ ek eee | | iz 

i REALE. one DI 
I 2 m 


e quest’ultima HH monomia è rappresentata appunto dallo schema 


SE UE 


a: m 





che è evidentemente l’unico appartenente ad 


| SE ras I: 
> 
CaP OMe e neo 


cosicche il teorema risulta, in questo caso, verificato. 
LA RES 
In tale ipotesi, avendosi 


an n mm Ne pi 


si annulla identicamente (n° 2) il primo termine del secondo membro della (19), la 
quale, perciò, si riduce ad 


SIRIO REC (1,0, Spa PPT 
(23) $ dio = D pe ra 
1) Qui è anzitutto necessario fermar l’attenzione sulla forma degli schemi appar- 


tenenti ad una #?* di indici e ad una mP"* di apici, tali che l’indice totale sia iden- 


tico all’apice totale; poichè sono di tal fatta gli schemi di tutte le H, che, in questo 
caso, compaiono nella (23), tanto nel primo, quanto nel secondo membro. 
Riferendoci, per fissare le idee, agli schemi appartenenti ad 


AV Ay so) EX | S 

ree) 2) b) m 
(24) | | 

Xi Pe À, 


ce designandoli genericamente, per brevità, con S, abbiamo che nella matrice (delle prime 





Pa 
ata AE, 
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m colonne) di ogni S il numero & = x, + a, + --- + x, delle linee è uguale all’a- 
pice totale s = s, + s, + --- + s,, che dà (corollario del n° 4) la somma di tutti 
gli elementi della matrice stessa, cosicchè, non potendosi avere in una stessa linea m 
elementi nulli (n° 7), si conclude che in ogni linea si avranno m — 1 elementi nulli 
ed uno uguale all'unità. Precisamente la matrice di ogni S sarà composta di s, linee 


della forma 


(25) RS NO feet On 
di s, linee della forma 


di s,, linee della forma 


Naturalmente codeste s(= x) linee, nelle matrici dei vari schemi S, saranno fra 
loro intercalate e ordinate in ogni modo possibile (algoritmo del n° 9) *%), cosicchè, 
per es., in un S determinato, delle s, linee (25) un certo numero #, avranno l’affisso 
1 (cioè si troveranno fra le prime «, linee dello schema), altre t, avranno l’affisso 2 
(si troveranno fra le successive x, linee di S), etc., le ultime #, avranno laffisso n 
(si troveranno fra le ultime «, linee di 5); e in ogni caso avremo 


(26) t+t+---+t=s,. 


Osservazioni analoghe varranno per gli schemi S,,, appartenenti ad 


5 S ae 5 
77 20 b) 
(27) | de | (heiter) 
% eee 9 x, Sar) Ls ...9 %, 


i quali, oltracciò, rappresentano, per ipotesi, tutti e soli i termini dello sviluppo della 


corrispondente Hi 52 sim 


ratto 
b) Premesse codeste osservazioni, riesce ormai agevole dimostrare che se, in base 
all’equazione fondamentale (23), si eseguiscono le operazioni combinatorie indicate al 
secondo membro sui vari sistemi completi di schemi 5,,, appartenenti a (27), si otten- 
gono tutti gli schemi S appartenenti a (24), ripetuti ciascuno s, volte. 


Si ricordi, invero, che al secondo membro di (23) il termine generico 


VICO a5 0) Seal Se 
(28) i DI IRR 


death aa 
conduce ad inserire la nuova linea 
(29) N.) 


in ogni schema S,,, successivamente in ciascuno degli «, intervalli offerti dalle a, — 1 
sue linee di affisso R (n° Io). 


13) Risulta di qui che gli schemi 5 appartenenti a (24) sono in numero di 
ae ger IS Fa 


SD nl 
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Considerato, allora, un determinato schema S appartenente a (24), indichiamo, 
come pocanzi, con f, il numero delle linee della forma (29) che esso contiene [in 
guisa che sussista la (26)]. Se in 5 sopprimiamo la prima, o la seconda, ..., ola #° 
delle 1, linee (29), diminuiamo simultaneamente di 1 il primo apice parziale e 1°4"°® indice 
parziale, cosicchè otteniamo, rispettivamente, certi t, schemi Su il, Ai 

pe 


Ra ST I4\. LAS : . “CUS : , 
‘aber Cart" a, 5 mentre, invece, se in S sopprimiamo una linea diversa dalle (29), 


troviamo uno schema di una HE dove. sata) RT eto izho k Spee 
ih”). 

Ora, invertendo la considerazione, quando eseguiamo le operazioni indicate da 
(28), verrà il momento, in cui, fra gli schemi di Hi:»«>'m . , incontreremo anche i 


BR EN ST. e 

t, schemi S\), dianzi definiti; e in ognuno di essi dovremo inserire una nuova linea 
(29) successivamente in ciascuno degli x, intervalli relativi alle linee di affisso h e 
quindi, in particolare, in quello, in cui si era dianzi soppressa in S una linea (29) per 
ottenere lo schema Si) considerato. Si ricostruisce così il primitivo schema $ t, volte, e 
non più; giacchè tutte le altre operazioni indicate da (28) o portano su di uno schema 
di A em | diverso dagli S,, 0, pur portando su di uno schema Si}; conducono 
ad inserirvi una nuova linea (29) in un intervallo diverso da quello dove si è soppressa 
in S la (29) per dedurne SU). 

Abbiamo, dunque, che il termine generico (28) del secondo membro dell’equazione 
fondamentale (23) fornisce lo schema S t, volte; onde, tenendo conto di tutti i termini, 
conciudiamo che al secondo membro della (23) lo schema S si ottiene precisamente 
tante volte, quante sono le unità di 


Pigi re MO Fa 


cioè appunto, in base alla (26), s, volte, come si doveva dimostrare *°). 


Laut e 
In questo caso nessuno dei termini al secondo membro della equazione fonda- 





mentale 
Ces PER ia 
(I ) Ss Vn hata :'m — ER + Lil (1,0,..:,9) LTSi— 13520. 5m 
9 i dio PE Ox o Ly) Cis prata 
I 1 


T+) Si noti che può darsi benissimo che codesti ¢, schemi po non siano tutti diversi. Ma se ve 
ne sono due (o più) di identici [il che accade se in S vi sono due (0 più) linee (29) contigue] è, per 
altro, diverso dall’uno all’altro il posto della linea (29) soppressa per dedurli da S. 

15) Si osservi che le linee di S diverse dalle #, (29) sono della forma 

SPE RIO RR LE 
dovetok>i,ot2h, 0k> red 2h 
15) A riprova di codesto risultato può valere un computo numerico. ‘Uguagliando il numero degli 
schemi che si ottengono nei due membri della (23), si trova in questo caso [cfr. la nota 13)] l’ugua- 
glianza 


(s — 1)! 


LOS ee eae 








va 
CPR CEE ADN de 


Si | | + COR e 


la quale, per la ipotesi « = s, si riduce ad una identità. 
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è necessariamente nullo, onde bisogna tener conto dell’eftetto di ciascuno di essi. 


a) Cominciamo dallo studiare quali modificazioni apporti su di uno schema qual- 


ar o, 
siasi S la ——, applicata al monomio rappresentato da S. 


dA 
Uno schema S$ ad x linee e ad m + 1 colonne (compresa quella degli aflıssi) rap- 
presenta un prodotto x di x fattori della forma 
stot) 


Ge) Accs ea CEE TRO 





e la 
p;q;, ... u;lë 
è precisamente la linea generica del nostro schema. 
Se noi deriviamo x rispetto ad x,, otteniamo, com’é troppo noto, la somma di x 
prodotti '7), ciascuno dei quali si può immaginare ottenuto da 7, sostituendovi ad uno 
dei fattori, per es. a (30), il nuovo monomio 


yl Pit A jo 





| | TR 
p;: q;' A uit 


il quale, secondo la nostra convenzione sul divisore inseparabile da ogni derivata (n° 6), 
andrà scritto 


1 


( > ) yPjthjcotj) 
] (po +1)! gi... ul 


Passando allora agli schemi, possiamo dire brevemente che il risultato della 





e, 
osi 
sullo schema S è la somma degli schemi che si ottengono dal dato, aumentando di 1 
il primo, o il secondo, ..., o Lx" elemento della prima colonna e, se p, è l'elemento 
aumentato, prendendo il nuovo schema, così formato, p, + 1 volte. 


b) Ciò premesso, prefissiamo un qualsiasi schema 5, appartente ad 


| OR | 
i) COSE, pi sta e, “gi 
e proponiamoci di dimostrare che, eseguendo le operazioni indicate al secondo membro 
dell'equazione fondamentale (19), esso si ottiene esattamente s, volte. 
A tale scopo distinguiamo le linee, di S in tre specie: 
1) le linee che hanno il primo elemento nullo; 


2) le linee della forma 


i 1 Ts OF OIL (RAT OUR CLONE) 
e queste siano in numero di r; 


3) tutte le altre linee; e di queste indichiamo i primi elementi con p,, f,, 
pj, +++» tutti maggiori di zero. 


17) Se fra i fattori di x ve ne sono di uguali, conviene immaginarli scritti l’uno di seguito al- 
l’altro, senza raccoglierli sotto un segno di potenza; e ciò in accordo colla rapprentazione schematica, 
nella quale essi danno luogo ad altrettante linee, uguali fra loro ma distinte. 
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Naturalmente le linee di codeste tre specie si susseguiranno in S, intercalate fra 
loro in un ordine qualsiasi; ma di ciò non occorre qui interessarci. 

Importa, invece, rilevare che, per la proprietà caratteristica degli apici parziali 
[Dent EO hod) asian 


(31) D p,+r 


Ora se nello schema S diminuiamo di 1 il primo elemento b; di una qualsiasi 





linea della terza specie, veniamo a diminuire di 1 il primo apice IN mentre la- 
sciamo inalterati gli altri apici parziali e tutti gli indici parziali, cioè otteniamo un certo 
determinato schema 5, *S) appartenente ad 
6 me OA N 5] 
WIE LEE ete eo i 


e che, per ipotesi, rappresenta uno dei termini di HG PTE 


ay, LT 34m 
Se allora immaginiamo di eseguire le operazioni indicate dal primo termine del se- 
condo membro di (19) 





E5178 29-5 
(32) x u Ua Lae a 
Ox, 
ke 3 fio (ban CI CRI ee, 
verrà il momento in cui, fra gli schemi di Hi», incontreremo anche i singoli 
To" 290999 n 
schemi 5, definiti pocanzi; e in ognuno di essi, per eseguire la —, dovremo aumen- 


dx, 
tare di I successivamente il Be elemento di tutte le linee e, quindi, in particolare 
di quella che comincia con p, — 1. Ritroviamo così, fra i termini della derivata di Si 
il nostro schema S, che, pel comma a) di questo stesso numero, va qui contato p, vol te; 
talchè, tenendo conto di tutti gli S;, otterremo lo schema S tante volte quante sono le 
unità di 
2 dj 

Nè è possibile che, eseguendo le operazioni indicate da (32), si ritrovi S in altri 
modi oltre quelli teste considerati. Si osservi invero che, nella derivata rispetto ad x, 
dello schema S., gli x — 1 schemi che si ottengono, oltre quel p,S di cui ture 
tenuto conto ni ora, diversificano da S, quanto meno, per elemente Pi - Teer 
siste in ciascuno di essi. D’altra parte & manifesto, pel modo da noi tenuto nel definire 


— 1,530 +55 


gli S., che questi sono i soli schemi di H°: 
] a 


12229 n 


» che possano avere il nostro schema 


S fra i termini della loro derivata rispetto ad x St 





18) Notiamo che, qui, gli 5; sono fra loro tutti distinti, per quanto non necessariamente dissimili. 

19) Se, cercando di costruire schemi la cui derivata rispetto ad x, contenesse fra i suoi termini 
il nostro S, si diminuisse di 1 il primo elemento di una linea di prima o seconda specie, non si ot- 
terrebbe più uno schema, giacchè o si introdurrebbe un elemento negativo — I o si perverrebbe ad 
una linea con m elementi nulli. Forse a questo punto della nostra discussione si sarebbe potuto dare 
una forma più sistematica, parlando, oltre che di derivazione, anche di integrazione (parziale) di schemi. 
Ma mi è sembrato più opportuno di non aggravare ulteriormente il bagaglio, certo non lieve, di locu- 
zioni e di simboli che ho già dovuto, mio malgrado, introdurre in questa Nota. 
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c) Non resta più che da considerare la sommatoria del secondo membro della c- 
quazione fondamentale (19) 


Sp 15525. 
(33) di 46h SIENA Fato if % 


) ET 
1 


Qui possiamo procedere rapidamente, in quanto occorrono considerazioni del tutto 
analoghe a quelle svolte, nell’ipotesi x = s, al n° precedente. Infatti, il termine generico 
della (33) porta ad inserire una nuova linea 


(34) Ina ao (hic 140 2) oi} 


in ogni schema di Herr, in ciascuno degli x, intervalli che esso presenta fra le 
3 11 


sue linee di affisso A. Risulta di qui che, per effetto di (34), lo schema 5 si ritroverà 
complessivamente tante volte quanti sono i vari modi possibili di dedurre da S uno 
schema appartenente ad una qualsiasi delle H,:"">",'”, , mediante la soppressione di 
una linea della forma (34) 0, come dicemmo A precedente comma b), di una linea di 
seconda specie. Codeste linee in S sono, per ipotesi, in numero di r; talchè, te- 
nendo conto anche del risultato stabilito pocanzi (precedente comma 5), concludiamo 
che, eseguendo le operazioni indicate al secondo membro della equazione fondamen- 
È 


PRA CRU: 


EE (EHE CPR oy ea 
tale (19), un qualsiasi schema S appartenente ad L " { si ottiene, in tutto, 
x 


Saye Pty a, 


tante volte quante sono le unita di 
Dn Armee 

cioè appunto, in base alla (31), s, volte; cosicchè il teorema del n° 8 rimane stabilito 
in tutta la sua generalità. 

14. Il teorema così dimostrato riduce il calcolo diretto di una qualsivoglia forma 
H e, quindi, di una qualsiasi derivata di una funzione composta di quante si vogliano 
variabili intermedie ed indipendenti, alla applicazione dell’algoritmo combinatorio fissato 
alan. 8: 

Non sarà, forse, fuor di luogo lo sperimentare la praticità del risultato, applicando 
il procedimento ad un caso concreto. Si voglia, per es., calcolare la H},, vale a dire 
la forma differenziale che nello sviluppo di 








lan oi 
31 0x'0x, 

moltiplica 
eek 
| 2 

| A e 
Abbiamo qui: 
m=2, n=3, SE3, 5,=1, S — 4; a = 2, x, — O0, pr E “a= 3° 


cosicchè gli schemi avranno tre colonne (compresa quella degli affissi) e tre linee. 
Dobbiamo anzitutto costruire tutte le partizioni variate in 3 addendi (positivi o 
nulli) dei numeri 3 ed 1; ma notiamo subito che, essendovi in ogni siffatta partizione 
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di 1 due zeri, potremo senz’altro escludere le partizioni di 3 che contengono due zeri, 
in quanto queste, combinate con le prime, darebbero luogo in ogni caso a matrici aventi 
una linea di elementi nulli e, perciò, da rifiutarsi [algoritmo; b)]. 

Restano così per il numero 3 le partizioni variate seguenti (delle quali scriviamo 
subito gli addendi in colonna): 


mentre pel numero 1 abbiamo: 


1: 291.0 
es 
Oi CO 


Combinando, in matrici a due colonne, ciascuna delle prime partizioni con cia- 
scuna delle seconde ed escludendo le matrici aventi una linea di due zeri, troviamo 
le matrici 


(35) TORE 


Oost Lo© 13:0 CT PATO, 2 0 Le oe DO IS, 


LIO) 
H 
©) 
H 
H 
H 
©) 


Non resta più che assegnare gli affissi alle varie linee in ciascuna matrice, secondo 
gli indici parziali x, = 2, x, = 0, x = 1; cioè dobbiamo dare alle due prime linee 
< È > 
l’affisso 1, alla terza l’affisso 3. Otteniamo così il seguente sistema completo di schemi: 





2 1 ea ty eT A ee rg a | 
I 1 a 2 olf 
) > 1200 13 
1 L'ACONPE OT 
1 tre 1 
bes, ole 2 3 
I 1/7 ats ak gE I 14 
Re er. Te oT 
Pista I 0 I 1/3 





Traducendo, infine, i singoli schemi nei monomi corrispondenti e riducendo i ter- 


mini simili, troviamo: 
(1,0) 


12,0, dro) et) (2,0) ,,(0,1) È 
Hi ee ES PSE 
2, 0; Tipi 2 | DA 





(1,0) 0; tt 2,0) 
beng ne LE 


I (352) ,(1,0) 1,0) (oz (Te 0) 
HTC En TE PEUR ua Ne Y; doni y; i 
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15. Se teniamo presenti le varie operazioni dell’algoritmo del n° 8, vediamo che 
la costruzione delle matrici per il calcolo di una prefissata forma H [operazioni a) b) 
dell’algoritmo] dipende esclusivamente dagli apici parziali s, e dall’indice totale x; mentre 
gli indici parziali x, e, quindi, lo stesso numero m delle variabili intermedie y, determi- 
nano soltanto gli affissi che in ciascuna matrice competono alle singole linee [opera- 
zione c) dell’algoritmo]. 

Si può quindi affermare che, dal punto di vista combinatorio, la difficoltà del pro- 
blema della derivazione successiva delle funzioni composte dipende dal numero-m delle 
variabili indipendenti x,, non dal numero w delle variabili intermedie o funzioni com- 
ponenti y,. 

Cosi, in particolare, riferendoci all’esempio considerato nel n° precedente., avremo 
che il medesimo sistema di matrici (35), costruite pel calcolo di H}°,, serve pure ad 
assegnare, pressochè immediatamente, le espressioni: della forma in una sola variabile 
intermedia H?'; delle forme in due variabili intermedie I’), Hy}, Hÿ, H}:; etc.; 


HH e così via. Dall’una allaltra di 


I 
Ox 507 2 OO 


delle forme in # variabili intermedie H” 
di queste forme non varia che la colonna degli affissi (comune in ciascun caso a tutti 
gli schemi del sistema). | 

Si ha così: 


(0,1) 


Fi au ya) Joe 2 


Risulta dall’operazione precedente che in tutte le forme H (nello stesso numero di 
variabili indipendenti) aventi ordinatamente i medesimi apici parziali e il medesimo indice 
totale, la somma dei coefficienti numerici dei vari termini 3") è la stessa, qualunque sia il 


(201,0) 


bi 





ren 
H; iù 21 


numero delle variabili intermedie e comunque siano distribuite fra i vari indici parziali 
le unità dell’indice totale. 

16. Consideriamo, qui da ultimo, due casi particolari del nostro problema generale. 

a) Sia, in primo luogo, m qualsiasi ed # = I, cioè consideriamo una funzione x 
di una variabile y, che sia funzione di m variabili x’. 

In tal caso le forme H hanno un unico indice e la nostra formola (3) diventa 


I gute er N I da ne È 
hi » L lee ST Br er ee a ae «Psp 
I 


5 11.) 3 yee TT 
es: Oa a! dy 





Sulle forme Hiv», direttamente definite dal teorema e dall’algoritmo del n° 8, 
non vi è luogo ad aggiungere nulla di particolare, giacchè, come risulta dal n° prece- 
dente, il problema della costruzione delle H}:"" è, dal punto di vista combinatorio, 
equivalente all’analogo problema pel caso più generale possibile di una funzione x di 
quante si vogliono funzioni di m variabili indipendenti. 

b) Sia, in secondo luogo, n qualsiasi ed m = 1, cioè consideriamo una funzione 
x di n funzioni y, di una sola variabile indipendente x. 

Qui le forme H avranno un solo apice e la equazione (3) diventerà 


I dz I FERA A 
LATINA Si te lg. 
sl d x pae x, ! a! AE Wai Oye oy? DES o y" | lead PONT Log: I 2 | ME 
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In questo caso, secondo il n° 8, la forma Hi,,1,,...a, è la somma di tutti i mono- 
mi che si ottengono moltiplicando fra loro x, derivate (rispetto ad x) di y,, x, derivate 
di y,, ..., %, derivate di y,; assumendo per codeste derivate, come ordini di derivazione, 
ordinatamente e successivamente, gli elementi di ciascuna delle possibili partizioni variate 
del numero s in a, + a, + +++ + a, addendi interi e positivi 7°); dividendo, infine, 
ciascuna derivata per il fattoriale del rispettivo ordine di derivazione. 

Questo risultato coincide con quello ottenuto da F. Mossa per diversa via #) e, 
come forse non sarà inutile il rilevare, fornisce anche l’espressione del differenziale s™° 
di una qualsiasi funzione Z(y,, Y,, --- 3 y,) per mezzo dei differenziali successivi (fino 
all'ordine s) delle y,, quando non si introduca la consueta ipotesi convenzionale che i 
differenziali primi delle y, siano indipendenti dalle y, medesime. 

Per l'osservazione del n° precedente, il problema della determinazione delle H5 .,,...., 
è, dal punto di vista combinatorio, equivalente al problema analogo nel caso m=n= 1, 
cioè nel caso di una funzione di funzione di una sola variabile. 


Qui le forme H hanno un solo indice ed un solo apice; e si ha 


Lego Si gia 

Lia i — di La — H: : 

SIA Ro N ae 
dove H, è la somma di tutti i prodotti di « fattori 


oar (i = 1,2, Cm 


che st ottengono prendendo per r,, r,, ..., 1, tutte le possibili partizioni variate del nu- 
mero s in x addendi interi e positivi. 

E questa la formola di A. Fais *), dimostrata direttamente dal Cesàro 7°). 

17. L'algoritmo combinatorio del n° 8, fa sorgere naturalmente le seguenti do- 
mande: 


. 5 A SAINT 
Quanti sono gli schemi appartenenti ad | '’ ’ o 
N TT eee 
I 2 n 
Quanti sono i termini (dissimili) di Ha» ? 
Lr, 


Ma, mentre è immediata la risposta in taluni casi particolari, non par facile trovare le 
formole valide in ogni caso possibile. 

Più agevole, invece, sarebbe l'indagine delle relazioni, cui dà luogo, fra le diverse 
forme H, la molteplicità dei modi, in cui una medesima forma siffatta si può calcolare 
(n° 2) in base alle equazioni fondamentali (4), per le quali, da questo punto di vista, 





20) Si ricordi che, in base all’algoritmo del n° 8, nell’unica colonna della matrice dello schema 
di en non vi deve essere nessun elemento nullo. 
| | A y(7) 
7) Il CesAro designa la somma di prodotti Hs, col simbolo Sin 
1 


- fs. Ce... D. VE 


Sen Os! 


SULLE DERIVATE SUCCESSIVE DELLE FUNZIONI COMPOSTE DI QUANTE SI VOGLIONO VARIABILI. IIS 





converrebbe, tenendo conto delle (5), adottare la forma 


6) Hive SRT, 005m 
CRE 2m — PR AURA it lata PAL TE RDS Sk—T.,Sm è 
ce "An OD +> Ost fyerry «Ah. An ? 
onde si rileva un indizio di una probabile legge addittiva degli indici e degli apici par- 


ziali delle H. 


Ma rimanderemo ciò ad altra eventuale occasione, quando sia possibile, come io 
credo, applicare l’algoritmo indicato in questa Nota a qualche questione concreta. 


Carpaneto (Piacenza), settembre 1916. 


UCOPVAMAUDI 
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DELLE SUPERFICIE ALGEBRICHE D’ORDINE 6 
CON UN FASCIO DI CUBICHE ELLITTICHE. 


Nota di Giuseppe Marletta (Catania). 





Adunanza del 12 novembre 1916: 





Scopo di questa Nota è di classificare le superficie algebriche, dell’S,, d’ordine 
n= 6, con un fascio di cubiche ellittiche i cui piani costituiscano un fascio. Essa, 
dunque, insieme con una mia Nota precedente *), completa la classificazione delle su- 
perficie siffatte. 

Nel $ I si troverà, inoltre, qualche teorema riguardante le superficie con un fa- 
scio di cubiche ellittiche, qualunque sia il loro ordine e qualunque sia la classe dell’in- 
viluppo costituito dai piani di queste. 


Sete 


I. Si stabilisca un’omografia tra le cubiche di un piano + e i punti dell’ 5, . 

Alle cubiche di 7 dotate di punto doppio corrispondono i punti di un’ipersuper- 
ficie ® d’ordine 12; alle cubiche ognuna costituita da una retta tripla, corrispondono 
i punti di una superficie U di ®; e infine alle cubiche ognuna spezzata in due rette 
delle quali una doppia, corrispondono i punti di una varietà dv’, di ®, a quattro di- 
mensioni. 

2. Ciò posto sia ‘ una superficie, dell’S,, d’ordine n e dotata di un fascio (k) di 
cubiche ellittiche poste ad s ad s nei piani di un inviluppo (7) di classe u. 

Indichiamo con à’ il numero delle rette almeno doppie per y e che, contate due 
volte, facciano parte di cubiche di (k); e con d’’ il numero delle rette almeno triple 
per y e che, contate tre volte, siano cubiche di (4). Proiettando genericamente questo 
fascio sul piano 7, si ottiene un sistema (k’) co' di cubiche (generalmente ellittiche) 
d'indice n, per il quale è elemento s-plo ognuna b delle y rette (triple) tracce in + dei 


*) Delle superficie algebriche, d'ordine 6 0 7, con un fascio di cubiche ellittiche [Rendiconti del Cir- 
colo Matematico di Palermo, tomo XLI (1916), pp. 180-186]. 





Wein SI 


sigg rea 
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u. piani di (x) passanti per il centro di proiezione. Al sistema (k’) corrisponde (n° 1) 
una curva c, dell’S,, che chiameremo curva caratteristica del fascio (k). 

AI sistema lineare delle cubiche di + passanti per un punto D di b, corrisponde 
un iperpiano che seca c in n punti 35 dei quali coincidono col punto s-plo B, di c, 
corrispondente alla retta tripla b di (k’). Ne segue che ognuno degli s rami (distinti 
o no) di c aventi l’origine in B, oscula la superficie 4 (n° 1) in questo punto. 

Analogamente si ragioni per il punto di c corrispondente ad una qualunque retta 
tripla, di (k’), proiezione di una delle 6’ rette di y accennate sopra. 

Se, infine, L è il punto di c corrispondente ad una cubica, di (k’), della quale fa 
parte una retta À proiezione di una delle 5’ rette dette in principio di questo n°, allora la 
tangente a c in L sarà anche tangente, in questo stesso punto, alla varietà 4’ (n° 1). 

3. È facile dimostrare, per es. analiticamente, che le è e y’ hanno rispettivamente 
le multiplicità 8 e 6 per Vipersuperficie ® (n° 1); ne segue che questa e la curva c 
avranno in comune altri 


I2H — 3.8.15 — 2.6.0 — 3-8-5" 


punti. Concludiamo dunque che *) 
il numero delle cubiche del fascio (k) dotate di punto doppio (e senza componente multi- 


Nr) 


N 
pla) @ 12n — 2415 — I20' — 240". 
4. Siccome evidentemente questo numero non è negativo, possiamo affermare 
essere 
ned! n 


Te Rema POR Caso 5% 





\ 


e questo limite di p è più vantaggioso di quello prima conosciuto °). 


cioe — 7 Cu ee ?). 
Si deduce pure 


(1) d +20 /n—2us. 


Rammentiamo infine che indicando con p, il genere della sezione piana generica 


2) A conferma dell’esattezza di questo teorema diamo la seguente dimostrazione (indiretta). 

Il numero richiesto avrà evidentemente la forma 12” — usx — d'y — d”x, ove le incognite x e 
y non dipendono dalle proprietà della superficie y, ma dalle multiplicità, per ®, delle varietà, dell’S, , 
corrispondenti ai sistemi di cubiche di t tutte degeneri. Per calcolare x e y basta considerare dunque 
due particolari superficie ognuna con un fascio di cubiche ellittiche. Se, per es., ci serviamo di quelle 
studiate nei ni 17 e 13 a della mia Nota citata in *), si ottengono le due equazioni 84 — 3x = 12 € 
72 — 2x — y==12, dalle quali si deduce x = 24 e y = 12, cioè si deduce il risultato del testo. 

3) Cfr. L. c. in 1), n° 5. Oramai è facile dimostrare che indicando con à il numero dei punti 
doppi della I; secata da (k) sopra una generica sezione piana di y, è 6 \n-+ 6’; basta infatti sosti- 
tuire questo nuovo limite superiore di u, nella (1) del I. c. 

EL ite jc 10; 
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di y, e con p, il genere di (k), è È) 


N ‚ 
(2) p.=3p+2(n_- 1) 305-9 — 38" 
D’ora in poi supporremo che la superficie oggetto del nostro studio, sia 
5. 6 P PP € P Bose > Sk 
d’ordine n = 6, e che l’inviluppo (x) sia un fascio di asse r. cioè sia v = I. 
) ) u 


6. È noto °) che se y è rigata essa è generata dalle congiungenti i punti omo- 
loghi di due cubiche ellittiche non complanari, tali che fra i loro punti esista una cor- 
rispondenza biunivoca (senza punti uniti), in modo che la retta r comune ai piani 
delle due cubiche contenga tre coppie di punti omologhi. 

Osserviamo inoltre che siccome un piano genericamente condotto per r seca ulte- 
riormente y in una cubica ellittica, possiamo affermare che la curva multipla di y è 
costituita dalla generatrice tripla r, e da rette a questa incidenti. Una qualunque di 
queste rette non può essere generatrice 7), e quindi esse sono precisamente due; anzi, 
tenendo conto che la rigata y è ellittica, possiamo concludere che 
la curva multipla di y si compone di tre rette triple: la generatrice r, e due direttrici 
(sghembe) a questa incidenti. 

In altri termini possiamo concludere che per la rigata y è 8’ = 0 e è" = 2 5). 

Concludendo: 

La rigata y si può anche considerare come il luogo delle rette congiungenti i punti 
omologhi di due rette sghembe d e d, fra i punti delle quali sia stabilita una corrispon- 
denza (3, 3), con la condizione che esista un punto di d e uno di d,, ad ognuno det 
quali corrisponda l'altro contato tre volte. 

Si noti, infine, che y non ha alcun punto multiplo fuori delle rette r, d, d,; e 
che il fascio (k) non ha alcun punto base, perchè nessun punto della generatrice tripla 


r può avere per  multiplicità maggiore di tre. 


Se, 


7. D'ora in poi supporremo che la superficie y non sia rigata. 

Das Er 

L’asse r del fascio (7) è una retta tripla per la superficie y, e, contato tre volte, 
non è cubica di (k). Inoltre se questo fascio ha punti base, essi sono quadrupli per y. 

Lasfaydiventa.h 9.0, > ol, 

Cominciamo dall’ipotesi 3’’ = o, 

Per d' = o è p, — 7, ed è una siffatta superficie y quella che si ottiene come 





CL osinati 00018. 

S) Cir oli, asini) Pa, 

7) Infatti il piano passante per essa e per r deve contenere una direttrice di y, direttrice che 
non può essere una retta semplice. 

8) Alla medesima conclusione si perviene osservando che deve essere (p=)7,—-d —3%=1 


e (n° 4) ÿ 4-29" <4. 
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luogo della cubica (ellittica) comune a due elementi omologhi in una corrispondenza 
(3, 1) stabilita fra i piani di un fascio (x) e le superficie cubiche di un fascio gene- 
rico (y). Infatti si ottiene 9) una superficie y d’ordine n= 6, con r, asse di (x), tripla, 
e senza alcun’altra curva multipla. 

Secondo che r ha in comune con la curva base di (y) 0, I, 2, 3 punti, il fascio 
(k) avrà rispettivamente 0, 1, 2, 3 punti base che risulteranno quadrupli per y. 

8. Per 3’ = 1 è p.= 6; si ottiene una superficie y siffatta, ripetendo la costru- 
zione del n° precedente, supponendo però che le superficie cubiche del fascio (y) siano 
coni ellittici. E precisamente: 

a) La retta r sia assoggettata alla (sol: “à condizione di appoggiarsi alla generatrice 
doppia d di uno 7, dei dodici coni razionali di (y); e, inoltre, il piano rd, di (x), 
abbia y, per cono omologo in (y). Il fascio (k) non avrà alcun punto base. 

b) Se alle dette condizioni si aggiunge che r si appoggi alla curva base di (y), 
allora il fascio (k) acquisterà un (solo) punto base. 

c) Se al caso b) si aggiunge la condizione che d sia retta base (semplice) per (3; 
allora (k) avrà due punti base distinti; questi diverranno infinitamente vicini se il piano 
che i coni di (y) toccano lungo d, è il piano rd. 

d) Se, infine, a quest’ultimo sottocaso si aggiunge che r incontri ulteriormente 
la base di (y), allora (k) avrà tre punti base, due dei quali infinitamente vicini. 

Datori — 21e quindi p= y. 

Si ottiene una tal superficie ripetendo la costruzione data nel n° 7, nell'ipotesi 
che il fascio (y) possegga due rigate y, e y, le cui direttrici doppie d, e d, siano in- 
cidenti l’asse r di (x). Bisogna supporre, inoltre, che ai piani rd, e rd, corrispondano 
rispettivamente le superficie y, e y,- 

Anche qui si può fare in modo che il fascio (k) abbia o, 1, 2 ovvero 3 punti 
base). 

of iorat0==i3ve quindi. p == 

E una siffatta superficie y quella BR sa, nel piano dal sistema lineare 


Lo | 
pa a 52-67 489 to rr 121? 


cubiche. Questo è immagine di un fascio di cubiche ellittiche (k) i cui piani passano 


ove i primi nove punti costituiscono la base di un fascio (k') di 


tutti per una stessa retta r, tripla per y, rappresentata da X},,,.6ioni:* 
La cubica 23, , | 35,9 rappresenta una conica, la quale, essendo complanare con le 


infinite quartiche CE da |i? |, è una retta doppia per y, retta che in- 


DBA SOIL 
sieme con la retta (semplice) rappresentata dal punto 10, costituisce una cubica dege- 
nere c, di (k). 
Analogamente dicasi per le cubiche %},, rag © Mazas678910° 
Ecco dunque che abbiamo nel fascio (k) tre cubiche c,, c,, c, ognuna degenerata 
> 





asolo inst), tn: 
10) Per quest’ultimo caso, per es., la retta r (contata una volta) insieme con la retta doppia d, 
costituisca una cubica di (k). 
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in una retta doppia (doppia anche per y) e in una retta (semplice per y) con questa 
complanare; cid d’accordo con 3’ = 3. 

a) Si noti che il fascio (k) non ha alcun punto base. 

b) Supponiamo ora che siano collineari i quattro punti 1, 2, 10, 11; la loro retta 
rappresenta un punto base A del fascio (k). Delle sopradette tre cubiche degeneri 
C,, ¢,, ¢,, la c, passa per A mediante la sua retta doppia; le c, e c, passano per A 
mediante le loro rette semplici rappresentate rispettivamente dai punti fondamentali 10 
CHL 

c) Se pure collineari sono i punti 3, 4, 11, 12, il fascio (k) acquista un altro 
punto base B. Le c, e c, passano per B mediante le loro rette semplici, mentre la c, 
vi passa mediante la sua retta doppia. Si noti che siccome la retta (semplice) rappre- 
sentata dal punto 11 appartiene al punto A e anche al punto B, essa coincide con r; 
in altri termini possiamo affermare che la retta semplice di 6, coincide con r. 

d) Se, infine, anche i punti 5, 6, 10, 12 sono collineari, il fascio (k) acquista un 
terzo punto base C. Le cubiche c. e c, passino per C mediante le loro rette semplici, 
mentre la c, passa per C mediante la sua retta doppia. Si noti che in questo caso nella 
retta r coincidono le tre rette semplici delle cubiche c,, c,, C, 

11. Esaminiamo infine l’ipotesi 3’ = 4, e quindi p, = 3. 

Se le quattro rette doppie per y e, contate due volte, componenti di cubiche di 
(k) non passassero tutte per uno stesso punto (di r), la quartica ulteriore intersezione 
di y con un piano condotto genericamente per una conveniente d di esse, sarebbe ra- 
zionale *'). Ne seguirebbe la razionalità di y, mentre fra i noti *?) tipi di superficie a 
sezioni piane di genere p, — 3, una siffatta superficie razionale non esiste. 

Se, poi, le dette quattro rette doppie passassero per uno stesso punto A (di r), 
il cono quadrico cui esse con r appartengono, secherebbe ulteriormente y in una retta, 
semplice per questa, passante per A. Questa retta sarebbe componente per una cubica 
(degenere) di (k), cubica distinta '*) dalle quattro degeneri contenenti rispettivamente 
le sopradette quattro rette doppie, ciò che è assurdo perchè (k), oltre di queste, non 
possiede (n° 3) alcuna cubica dotata di punto doppio. 

Concludiamo che è da escludere l'ipotesi in esame 3’ = 4. 





"*) Essa, intanto, sarebbe irriducibile perchè esisterebbe una retta semplice per y e sghemba con 
d. Si noti, inoltre, che se le quattro rette doppie costituissero due coppie ognuna formata da due rette 
incidenti r in uno stesso punto, questo sarebbe un punto base per (k), e quindi quadruplo per y. Ne 
seguirebbe, in questo caso, che uno dei tre punti doppi della quartica in esame, sarebbe questo stesso 
punto. 

12) G. CASTELNUOVO, Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono curve di genere 3 [Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XXV (1890), pp. 695-715]; e G. Scorza, Le superficie a 
curve sezioni di genere 3 [Annali di Matematica, serie III, tomo XVI (1909), pp. 255-326]. 

13) Se la detta retta semplice insieme con una delle quattro rette doppie costituisse una stessa 
cubica di (#), le rimanenti tre rette doppie dovrebbero giacere in uno stesso piano (non passante per 7). 
Ne seguirebbe che il cono (degenere) tangente y in A, sarebbe d’ordine maggiore di 4, ciò che è as- 
surdo perchè 4 non può essere più che quadruplo per y. 


i RE ii 
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IS On 7) 040 — Tre quindi, dp, —4-—- 8, 

Ne segue "*) subito è’ = o ovvero d’ = 1. 

Deo 0000) — 4. 

Sia, nell’S,, y, la totale intersezione di un’ipersuperficie cubica generale X e di un 
S,-cono quadrico T. Proiettando y, da un punto generico © di questo, si ottiene la 
richiesta superficie y. Questa avrà due fasci di cubiche ellittiche (k) e (k’), situate ri- 
spettivamente in due fasci di piani (x) e (r’); l’asse r’ di (r’) è retta tripla per y e, 
contata tre volte, cubica di (k). Analogamente dicasi per l’asse r di (x) rispetto al 
fascio (k'). 

a) Se il vertice V, di T non appartiene a X, il fascio (k) non ha alcun punto 
base. 


b) Se V, è un punto di £, e questa ipersuperficie non è sottoposta ad alcun’altra 
condizione, allora il fascio (k) ha un (solo) punto base. 

c) Ma se, inoltre, il piano Or tocca X in V,, allora (k) ha (in r) due punti 
base infinitamente vicini. 

d) Se, infine, V, non è un punto generico di X, ma è tale che le sei rette di 
questa passanti per esso si dividano in due terne di rette ognuna costituita da rette 
complanari, e il piano di una di queste terne è precisamente il piano Or, allora (k) 
ha tre punti base infinitamente vicini, onde r è una tangente di flesso per ogni cu- 
bica di (k). | 

SS, infine, ol sed 1,.0nde & p.—'3. 

Sia, nell’S,, y, la totale intersezione di una ipersuperficie cubica X, soggetta alla sola 
condizione di avere una retta doppia, e di un S-cono quadrico [ passante (generica- 
mente) per questa retta. 

Anche qui, come nel n° precedente, si possono distinguere e ripetere i casi a), b), 
c), d), osservando che in ognuno degli ultimi due casi la retta, doppia per y, la quale 
contata due volte è parte di una cubica di (k), passa per il punto, di r, in cui coinci- 
dono rispettivamente due o tre punti base di questo fascio. 


NET 


AH COAST — 2, 

Se Passe r di (x), contato tre volte, è cubica del fascio (k), allora esso è una 
retta tripla per y; nell’ipotesi contraria, invece, r non appartiene a questa superficie. 
In ogni caso (k) ha, in r, tre punti base che risultano per y quadrupli nella prima 
ipotesi, doppi nella seconda *°). 


14) Qualunque siano i valori di n > 5, u, 5, è sempre p,>2; cfr. l. c. in"), n° 4. 

15) Ciò si può anche dimostrare considerando la curva caratteristica (n° 2) di (k). Si vedrebbe 
infatti che essa appartiene ad un S; passante per I'S, corrispondente (n° 1) al sistema delle cubiche 
di t di ognuna delle quali fa parte la proiezione, in t, di r. Ne segue che la detta curva caratteristica 
è comune a tre degli oo? iperpiani corrispondenti a sistemi di t ognuno costituito dalle cubiche passanti 
per uno stesso punto. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1918). — Stampato il 26 gennaio 1918. 16 
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15. Esaminiamo primieramente il caso in cui r, contata tre volte, sia una cubica 
di (k), onde oe = o, € quindi p, = 4 — 8’ — 3 8”. 

Non può 5) essere 0’ == I, e quindi ‘sara 010 € ò' = 0, ovvero è” —0 € 
d' 1. 

PERLA ORSI 

Si ottiene una siffatta superficie y proiettando la superficie y, completa intersezione 
di un S,-cono quadrico l, dell’S,, con un’ipersuperficie cubica = generale, in posizione 
generica tra loro, da un punto generico di T. I tre punti base (n° 14) di (k) sono 
tutti distinti, ovvero due (soli) infinitamente vicini, o infine tutti e tre siffatti, secondo 
che la retta r,, vertice di T, incontra X in tre punti distinti, ovvero tocca X, o infine 
è una retta osculatrice per questa ipersuperficie. 

16 bei NCA DER: 

Si consideri la superficie y,, dell’S,, rappresentata nel piano dal sistema lineare 
ove i punti 8 e 9 sono infinitamente vicini. Essa ammette un fascio 
e i piani di queste generano un 


6 
LE a7 a Kat 262528 ob 
(k,) di cubiche ellittiche rappresentato da |}} 
S-cono quadrico T. La X},,,:6,89 è immagine di una retta doppia per y, e parte di 
una cubica di (k,). Proiettando y, da uno generico dei punti di I, si ottiene la super- 





ficie y richiesta. 

17. Supponiamo (n° 14) ora che la retta 7, contata tre volte, non sia una cubica 
del fascio (k). 

Cominciamo ad osservare che dev'essere è'” = o, perchè altrimenti il punto co- 
mune alla retta tripla di y e alla retta r sarebbe almeno triplo per y, mentre esso deve 
essere (n° 14) doppio per questa superficie. 

Siccome, poi, evidentemente è p, < 10 — 9’, sara, in virtù della (2) del n° 4, 


3p,+4—-d' Z10—9, 


cioè 
Paz! 
Inoltre, in virtù della (1) del n° 4, è à’ 2, onde tutte le ipotesi da esaminare 
S00, 0 0) 0 ot ye 
18. Sia d' =o. 


IST tL O0 AE 

a) Si ottiene una siffatta superficie y, se si proietta la superficie y, del n° 15 da 
un punto generico dell’S, ambiente. 

b) Ovvero: 

Siano (©) e (y) due fasci, di piani il primo e di superficie cubiche generali il 
secondo; si stabilisca fra i loro elementi una corrispondenza algebrica (1, 2); si faccia, 
inoltre, in modo che un piano x, di (x) sia parte di una, y,, delle sue due superficie 


Boy Cire oh). 
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corrispondenti in (y). Il luogo della cubica comune a due elementi omologhi è, a pre- 
scindere da x,, una superficie y del tipo in esame. 

La curva base di (x) si spezza in una cubica di x, e in una sestica giacente nella 
quadrica di y,; è questa sestica la (sola) curva multipla (doppia) di y. I tre punti co- 
muni ad r e ad una generica y, delle superficie di (y), punti che sono i tre (n° 14) 
punti base del fascio (k), possono essere tutti e tre distinti, soltanto due infinitamente 
vicini, o infine siffatti tutti e tre, secondo che la retta r non tocca la cubica y,7,, 
ovvero è una tangente (ordinaria) di questa, o infine ne è una tangente di flesso. 

Bere p 7. 

Si ottiene una superficie y siffatta ripetendo la costruzione data nel n° precedente 
in d), supponendo però che la corrispondenza fra gli elementi di (7) e quelli di (y) 
sia (2, 2), con la (sola) condizione che della superficie y, facciano parte i due piani 
di (=) ad essa omologhi. La curva base di (x) si spezza in tre cubiche piane, una (sola) 
delle quali costituisce la curva multipla (doppia) di y. 

Si noti che due qualunque cubiche complanari di (k), hanno tali contatti nei punti 
base, da assorbire sei intersezioni. 

ds laine, Up —i10. 

Si ottiene la richiesta superficie y se si ripete la costruzione del n° 18 5), sup- 
ponendo però che la corrispondenza fra gli elementi di (x) e quelli di (y) sia (3, 2), 
con la (sola) condizione che la superficie y, sia costituita dai suoi tre piani corrispon- 
denti. Due qualunque cubiche di (k) complanari hanno tali contatti nei punti base, da 
assorbire tutti i nove punti d’intersezione. 

SSI NOTA 0 — 1. 

Poe 3. 

Si consideri la superficie y, del n° 16; proiettandola da un punto generico dell’S, 
ambiente, si ottiene una superficie y come si richiede. 

22. Esaminiamo ora lipotesi p, = 1. 

Un piano condotto per la retta doppia d, parte di una cubica di (4), seca ulte- 
riormente y in una quartica g ‘7) che non è razionale perchè (k) è ellittico. 

Si osservi, ancora, che una retta ¢ tangente a g in un punto P e passante per il 
punto À = dr, è anche tangente alla cubica di (k) che passa per P; ma le tangenti 
siffatte costituiscono un cono d’ordine ~ 4 + 4 = 8, onde le rette come ¢ non pos- 
sono essere più di 8. Ne segue che g è ellittica. Su questa le cubiche di (k) segnereb- 
bero una J) dotata di 2(1 + 1) — 4-1 =o punti doppi, ciò che è assurdo perchè in 
ogni piano condotto per r esistono certamente rette distinte da r, passanti per il punto 
A, e tangenti a cubiche di (k). 

Concludiamo dunque che l’ipotesi in esame è da escludere, 


17) Se q non fosse irriducibile, si spezzerebbe in due coniche, ciò che è assurdo perchè, essendo 
Pp; = 1, su y non esiste alcuna curva razionale che non sia parte di qualche cubica di (k). 


~ 
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23. L’ipotesi p, = 2 si esclude con ragionamenti analoghi a quelli tenuti nel n° 


precedente. 
24. Infine l’ipotesi 8’ = 2 si esclude pure; infatti per p, > o basta ragionare 
come nei n' 22 e 23, e per f, = o basta osservare che sarebbe (n° 4) p,= 2, ciò 


che *8) è assurdo. 
25. Indicando con *9). 


(1, p., i. à’, HAL Ge Des ce d’, ER (1, De 5, à, N Le (1, He $, à’, nye yi 


la superficie y secondo che il fascio (k) ha rispettivamente o, I, 2, 3 punti base, pos- 


siamo concludere che 
le superficie, dell’S,, d'ordine n = 6 con un fascio di cubiche ellittiche 1 cui piani costi- 
tuiscano un fascio, sono 


(1, 0,.1,.0,,0) (13, (O, Ig (Of 0) EI 00, FEO, O.) COREA RES E 
(1; (0, :1, 130); 20.208, (0; 7,7 180) IGO, 0) Ge 
(15/10, 13 23.0), 7 (13 O, 1, 72,0) 3 1161500,1,72,20) COMORES 
(1500,41, ‘33 10); 1 .(120, 1, 30) (NOTE MONET 
(15: 0; 1,0, 1), 1 (1,0, Les Oy HO IO ROIO a 
(I; 60,22, 6111), 1e a Os Ty url), ORI A OO 
(ESCO, 22 20310) MS CT UNE GeO DI, 
(1, 40:20 0) A III) 22,10, KO) U LEER BETON E 
(AS AO 04 

CAT 0 IA ICT O 1; SO, 2) 


Catania, agosto 1916. 


GIUSEPPE MARLETTA. 


18) Cfr. 14), 
19) Cfr. I. c. in 7), n° 21. Col simbolo (1,, ...) intendiamo significare che la retta r asse del 


fascio (x) è, contata tre volte, cubica di (£). 
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ON THE NEWTONIAN POTENTIAL DUE TO A SURFACE 
DISTRIBUTION HAVING A DISCONTINUITY OF THE SECOND KIND. 


By G. Prasad (Calcutta). 


Adunanza dell’11 giugno 1916. 


The object of the following lines is chiefly to point out a case in which the 
Newtonian potential, due to a surface distribution having a discontinuity of the second 
kind, is such that the normal derivate does not tend to a limit as the boundary is 
approached. It is believed that such a case *) has never been discussed by any of the 
previous writers on the subject from Prof. HòLpER to Prof. Picarp. About the end 
of the paper, I have given a simple case 7) in which the derivate tends to a limit, 
although the surface distribution has a discontinuity of the second kind. 

I. In order to avoid unnecessary complications, I take the surface to be a sphere 
of unit radius. Let C be the centre of the sphere and O any point on it. Then, ta- 
king OC as the z-axis and the tangent-plane at O as the z-plane, the potential V at 
any point (o, o, x) on OC may be taken to be u+ U, where u is the potential 
due to a small element S of the sphere bounded by the circle 0 00' and U that 
due to the remaining part of the sphere. It is obvious that lim 9 exists; also 


x=0 OZ 


DR A in SHAB 
KT | Bone 
SMI) 


where 6 is the surface density, OQ =a, and the curvature of the element S is ne- 
glected, it being taken to be a plane circle with centre O and radius a. 


oO Tes | I 
2. I proceed to prove that lim — is non-existent provided that 0 = cos log—. 


x=0 OX i 


1) For the logarithmic potential due to a linear distribution, I have given a similar case 
in the Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, vol. V (1914). 

?) For the logarithmic potential due to a linear distribution, Dr. G. Puccıano has given a similar 
case: G. Pucciano, Studio sui potenziali logaritmici di strato lineare semplice e doppio, e delle loro deri- 
vate prime [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXIII (1° semestre 1907), pp. 374-393]. 
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Here, putting log D NUE have 


«a I 
ar rcoslog— dr 
2x7 Ox =. 
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log + 
logs e” cosvdv ue ee 
os 3+ re 
Gare GET: OR 
e log + . or 
= Ne pe 3 pv “bh 35 pt ys — ose 
ae 2% 2.4 
= "cos v calli Abe; ct Yogi AAA | 
I — _—_ — — 
Eulen BU TI 
TAI |= (sinv + cosv) 3 ze*(sinv + 3 cos v) en ji 
I+ 1’ 2 1 -+ 3° log 1 
if | (sinv—2cosv) 3 e "(sin v — 4cosv) i |. 
(1 + 2°) 2 (1 + 4°) log + 
I I 3 I I 
= — sin lo ale — — o) 
a Vela wen 
EEE. _ 
+ (= TER ea I + 6° ) 
I 3 3 re) 
— cos lo (4 — — : yee 
a 7 Bo 1-+ 1° 2 1+ 3 ar 2.4 1+5 
Pula a I Lu 3:5. 4: Par 
Ha a Ta I + 6° ) 
sin log — + cos log — 
I RO ERA neh aa 
a I 417 sa = 


Now the infinite series in the above expression are all convergent. 
Ou I E I 
Therefore, as x tends to zero, 5 behaves as A cos gr Bsin en: 


where 4 and B are known constants. 
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x=0 


A ROH Se H 4 | 
Thus it is proved that ee and, consequently, lim DA are non-existent. 
t=0 


3. It is easily seen that, if the distribution be 
2 È) et) 
a 


where 8 is the angle made by any radius CP with a fixed diameter, $o,} is the ag- 





1 I 
gregate of rational numbers between o and x, and f(x) is cos log — OF cos log 


according as x is positive or negative, the normal derivate at any point Q on the ra- 
dius CP makes infinite number of fluctuations (without tending to a limit) as Q ap- 
proaches P, provided that 9 be a member of the aggregate. 


. QU EC 
4. I proceed now to prove that lim <— and, consequently, lim —— are existent 
x—=0 Z 2 : z=0 Oz 


I 
provided that c = cos a 























; I 
Putting —- = v, we have 
z 
. I cos vdv 
rcos—dr = -. 
Yao en r at 
pacar SR ROIO CTP) 
RAK: RR) yw “a 
I i I 
Now ; is always positive and its greatest value is —____.. The- 
OS ee AVI 
I+ >; 
a 
refore 
COSTO au I 
(nno i 
ZII Ne 2 2 
(1 + vx) (: ER 
Ar a? 
a 


Hence = is numerically less than 2x. Therefore lim * #0: 


Calcutta, 10 May 1916. 


G. PRASAD. 
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INTEGRAL INVARIANTS IN PROJECTIVE GEOMETRY *). 


By E. J, Wilczynski (Chicago, IIL). 





Adunanza del 13 agosto 1916. 


If we denote by x and y the cartesian coordinates of a point in the plane, and 
if x and y are given as differentiable functions of a parameter t, the point (x, y) 
will describe an arc of a curve when the parameter £ varies continuously fron t=1, 
to t=t,. The length of this arc is given by the familiar formula 


ty RA ie dazi et 
a Vdx + dy’, 


and the value of this integral evidently remains unchanged if we transform the curve 
by means of an arbitrary motion. We may express this fact by saying that s is an 
integral invariant of the group of motions, or a metric integral invariant of the given 
plane curve. If w is any other metric integral invariant of this curve, formed from x 
and y by only a single integration, we may write 


w= Ids, 


where J is a differential invariant of the curve, so that J may be expressed as a func- 
tion of r, dr/ds, d°r/ds°, etc., where r represents the radius of curvature ?). 
It is very easy to formulate a corresponding theorem for the integral invariants 
of a plane curve which correspond to the group of all proiective transformations. 
Let y,, y,, ,, be the homogeneous coordinates of a point P, of the plane, and 





*) Presented to the American Mathematical Society, January 1, 1916. 

?) Of course all of these statements are familiar. The notion of an integral invariant has also ap- 
peared frequently in Porncar#’s studies in Dynamics and was formulated in general by Lie. See S. Lie, 
Die Theorie der Integralinvarianten ist ein Corollar der Theorie der Differentialinvarianten [Berichte über 
die Verhandlungen der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Bd. XLIX 
(1897), pp. 342-357]; Ueber Integralinvarjanten und ihre Verwertung für die Theorie der Differentialinva- 
rianten {}bidem, pp. 369-410]. 
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let us suppose that y,, y,, y, ave given as linearly independent analytic functions of a 
parameter x. As x changes, P, will describe a non-rectilinear plane curve C,. Let 


(1) ye spy +37 79,20 


be the linear homogeneous differential equation of the third order which y,, y,, y, 
satisfy as functions of x, and of which y,, y,, y, constitute a fundamental system of 
solutions. Any other fundamental system of (1) will give rise to a curve which is a 
projective transformation of C.. 

The following combinations of the coefficients of (1), 


(2) D pln) aD 2 PP,» 
where 


SCIE ae tr 
EGR Tae om dae 





etc., 


are called seminvariants of (1) and depend only upon the ratios of the three functions 
Y,s ¥,» and y,. This may be proved by showing that È, and P, remain unchanged 
if the equation (1) is transformed by any transformation of the form y = A (x) y, 
where X(x) is an arbitrary function of x. The derivatives of P, and P,, of any 
order, are also seminvariants, and every seminvariant may be expressed as a func- 
tion of P,, P,, and of their derivatives °). 

If we change the parametric representation ot the curve by introducing a new 


independent variable 

(3) x = &(x), 

the seminvariants will change, but certain functions of them called invariants will 
remain unaltered except for a factor. The simplest of there invariants are 


i tolti 3 t 
(4) PP 
and 
(5) De ET CO ep 


As a consequence of a transformation of the form (3), these invariants assume 


the values 8, and 8,, where 
> + 0 ” 0 


6 0 — | 0, — 
( ) 3 Dr ) 8 (Es ) 





showing that 05/65 is an absolute invariant 4). 


3) E. J. WiLCZYNSKI, Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces [Leipzig und 
Berlin, Teubner, 1906], Chapter III, pp. 58, 59. Future references to this book will be made in the 
form: Proj. Dif. Geom. | 

4) Proj. Dif. Geom., 1. c. 8), p. 58 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 2 febbraio 1918. 17 


130 E. J. WILCZYNSKI. 
But we may write the first equation of (6) as follows 


Ouse: 


which shows that the integral 


(7) p= [vis 


has an intrinsic significance for the curve C,. For it remains unchanged under all of 
the transformations y = (x)y which leave the ratios y,: y,: y, unaltered, and also 


under all of those transformations x—=&(x) which correspond to an arbitrary change 





of the parametric representation. Morewer since the integrand depends only upon the 
cocfhcients of (1), which are invariant under all projective transformations, it is evi- 
dent that the value of p for any arc of C, will not be changed by projective trans- 
formation. Thus p is a projective integral invariant of C,. 

In the same way we may form an integral invariant from any relative invariant 
of equation (1). Thus, for instance, 


(8) | g= f Vds 


in also an integral invariant of C,. 

For the sake of emphasizing the distinction between invariants such as 4, and 9, 
on the one hand, and the integral invariants such as p and g on the other, we shall 
speak of the former as differential invariants. Moreover we may obviously form inte- 


fore, dx= [| f N45 |Vas 


in the formation of which the process of integration is used more than once. We do 


gral invariants such as 


not, at present, wish to consider such integrals. We shall confine our attention to 
simple integral invariants, that is integral invariants for which the integrand is a rela- 
tive differential invariant. 
The differential invariant of lowest order of a non-rectilinear plane curve is 0. 
Consequently p is the simple projective integral invariant of lowest order of such a curve. 
Let 6, be any differential invariant of C, and let its weight be called v. Then 


=" [ Vas 


is a projective integral invariant of C,. If 0, does not vanish identically, that is, if 
C, is not a conic °), p, may i be written in the form 


9 
= Ve ap 


5. 





5) Proj. Dif Geom., 1. c. 3), p. 61. 
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But the coefficient of dp in this integral is an absolute differential invariant. 
We may summarize these results as follows. The simple integral invariant of 
lowest order in the projective theory of non-rectilinear plane curves is 


OD DRE 
p= VO, doo 
and all other simple projective integral invariants may be expressed in the form 


frà hp 


where I is an absolute projective differential invariant of the curve. 

For any arc of a conic the integral p is equal to zero. Thus the conics are ex- 
ceptional curves for the theory of projective integral invariants, just as the minimal lines 
are exceptional for the theory of metric integral invariants. 

The theorem just proved may be extended at once to curves in space of any 
number of dimensions. In any such space, of n dimensions, the rational normal curves 
of order n play an exceptional part, in so for as all of their simple integral inva- 
riants will be equal to zero. The notion of a projective integral invariant may moreover 
be applied to surfaces, congruences, etc., and it is easy to write down a lage number 
of such invariants. In the present paper we shall, however, confine our attention to 
the following question; what is the geometric significance of the integral invariant p? 

For the purpose of answering this question it is convenient to make use of a 
reduced form, the so-called LAGUERRE-FORSYTH canonical form of the differential equa- 
tion (1). This canonical form, characterised by the absence of the first and second 
derivative from the equation, may always be obtained from (1) by means of an ap- 
propriately chosen transformation of the form 


rx) y= (7 


Since this transformation does not change the value of the integral invariant, we 
may take for granted that equation (1) is already in the LAGUERRE-FORSYTH canonical 
form, so that pf = p, = 0, and consequently 


2 


es O, ), cas Pr 

Let us denote by P, a point of our plane curve K which corresponds to a value 
x of the parameter, in the vicinity of which the curve is analytic and where 9, is 
different from zero. There exists a pencil of cubic curves, each of which has seventh 
order or eight-pointic contact with K at P,. One and only one of these cubics has 


the given point P, of K as a double point. This curve is called the eight-pointic nodal 
cubic of P,. 


ina 


6) Proj. Dif. Geom., |. c. 3), p. 61. 
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If we make use of a certain local coordinate system, which we heed not de- 
scribe in detail, the equations of the tangent, osculating conic, and eight-pointic nodal 
cubic of the point P, become 


(9) x, =0, X, — 2x,x,= 0, 

and 

(10) 5 (x, — 2%, x,)(P) x, — 3 P x,) + 12 PO 
respectively. 


The three points of inflection of the nodal cubic (10) are on a line i, whose equa- 
tion is 
= BE, 
(11) x, teY2%,+e'x,=o, 
where 


A 


ee 
(12) a=— V2 P. ) 





The three inflectional tangents are given by the three equations obtained from 


i 
6 


(13) Van + (af + 394k) x, + Ve +32 ah ep): 09) 


where 


(14) P=— (a 


by giving to ß, as defined by (14), its three values. If P_is a real point of a real curve 
(not a conjugate point) only one of these three inflectional tangents will be real. In 
this case we may take for ß its real value and equation (13) will define the real in- 
flectional tangent which we shall henceforth designate by +. 

Let us denote by J, and T, the points in which the lines i, and +, intersect 
the tangent 1, of the point P,. Since the equation of the tangent is x,=0, we find 
the coordinates of J, and T, to be 


US X =D, 


x ==—ay2, x 


2 


and 


3 
x=—(e/2+38/2), x=1 x=o 
respectively. The coordinates of P,, the point of contact, are 


XI X=0, %=0. 


2 


Let us now give x an infinitesimal increment $x,, and let P__,, be the corre- 
I 


x 


7) Proj. Dif. Geom., 1. c. 3), pp. 61-64. 
8) Proj. Dif. Geom., 1. c. 3), p. 85. 
°) This result is easily obtained from the formulae on pages 85-86 of Proj. Dif. Geom. 
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sponding point of the curve K. Except for infinitesimals of a higher order, the coor- 


dinates of Ps will be 


x, =I, LO, xX, = 0, 


I > 
in accordance with the familiar fact that the equation of the line PP, differs from 
xt 246%, 


that of the tangent t, only by infinitesimals of a higher order. Consequently the co- 
ordinates of the points I°, T!, in which the line PP intersects i, and £,, will 
È x+dx; x % 


differ from those of I, and T, only by infinitesimals of a higher order. We may 
therefore substitute the coordinates of I, and T, in place of the coordinates of I. and 
I’, for the purpose of computing the double ratio (/', T', P., P 


yy.) to terms of the 
X + XI 
first order in öx,. We find in this way the value 


de 
(15) %,. = (0, ity leg Dr) 2 LE ar 3V28(x)dx,, 


where we have put into evidence the argument of the function 8 for the sake of 
greater distinctness. 


Let us now consider the line P_, P which joins P.,;, to the point 
5 I 


x+dx} x+0x,+0x, 


Pis, Of K which corresponds to the value x + Sx, + dx, of the parameter, 


$x, being an infinitesimal of the same order as dx,. We shall find by a repetition of the 
above argument 


3 
— ! 4 — = 21 
% 40%, Dr (uses ieee Lo N) mit ar 3 V2 B(x sa dx,)dx,; 
where the notation is obvious and where, as in (15), the equality of the two mem- 
bers is assured except for infinitesimals of higher order. 


Let us project the points of the line ARRONE upon the line AAT 


RE 
such a way as to make L,5,, and Tox, Project into / and T respectively while 


P,,3,1s projected into itself. Let P' be the point of P. P..sx, Which, in this 


x+dx;+dx, 


perspective, corresponds to P..5x,+0,° Then we may write, except for infinitesimals 
of a higher order, 


(16) Crt — CZ, Ti, RIO Russe) Al qu 3 V28(x =f SEDIE] 


We propose to form the product of K, and K,,,, making use of the double-ratio 
equation 
(17) (A, B, C, D)(4, B, D, E) = (4, B, C, E). 


Thus we find 
CIENZE ) = 4% 


x+0x,;+0%, x x+0x, 


The continuation of this process leads to the following theorem which furnishes 
the desired geometric interpretation for the integral invariant p- 


Consider a curve K- given by means of a parametric representation in homogeneous 
coordinates 


Ya =f), (k = 1,2; 3). 
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Let these functions be linearly independent and analytic in the vicinity of every 
value of x in the interval a x Z b, and let the invariant 9, be a non-vanishing 
analytic function of x in the same interval. 

Divide the interval a < x £ b into n parts by means of the values x, — a, x,, 
Koy see y Xn X, =D of x, let Sx, —x,,, — x, and assume that each Sx, ap- 
praches zero as an infinitesimal of the first order as n grows beyond bound. Let A or P., 
P., Pi, ..., Pi, P, or B be the points of the curve K which correspond to these 
n + 1 values of x. Let t, be the tangent and C, the eight pointic nodal cubic of the 
point P,. The three points of inflection of C, are on a line i, which intersects t, n 
a point I,. Denote by =, a specified one of the inflectional tangents of C,, (the real 
one if K is real and P, is not a conjugate point of K) and let T, be the intersection of 
RAIDE, 

The line P,P,,, will intersect 1, and t, in two points, I, and Ti, and the cross- 
ratio (Iy, Li, Pi Pra) Will differefrom 


k+1 





o 3 
(18) 1+ 3/28) = 1 — 2 V0 da 
V10 
by an infinitesimal of the second order at most. 

By means of a perspective correspondence the three points Ir_,, Ti_,, P,, of 
P,_,P, may be projected into the points I’ ,, T'_,, P, of P,P... Let B,_, be the 
point of P,_,P,_, which, in this perspective, corresponds to B. Then project similarly 
Ina wen PER ay DAN GATED he horaks I.» DREH WL SE RER P._, and con- 
tinue in this way. We shall obtain finally upon the line AP, a point B, which corre- 
sponds to B in this sequence of perspectives, and the double ratio (1 TA DORE 
differ from the product 


n 3 3 À 
(19) IR] = I] eg pi V0 (x)dx, 
f k=1 Yıo 
by an infinitesimal of the first order at most. 


As n grows beyond bound, B, will approach a limiting position Q on the initial 
tangent t, of the arc AB, and the double ratio 


(20) z= (,, I A, Q) 





will be equal to the limit of the product II . Under the assumptions which we have 


made this product will converge absolutely and uniformly and we shall have 


CE PU 
(21) log x = — + V0. (dx. 


Yıo*’« 


In consequence of our preliminary discussion, the statement of the theorem suffices 
for its proof. It is a matter of same interest however to verify the validity of equation 
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(21) more directly. Let us think of # as a function of the upper limit >. Then 


(6) = lim abe 


Let us assume that our assumptions in regard to the analytic character of the 
curve and the invariant 9, are satisfied also within an interval of which bis an interior 
point. Then we shall have 








a 
«(b+ 36) = x()} 1 — 2-70 (OL ODD 


IO 


except for infinitesimals of a higher order than db. Consequently we find that 


log x(b + 5b) — log x (2) 
SD 








SRE 
and — i VO (b + db) 
Yıo 

differ at most by an infinitesimal, and therefore we shall have 

d'log x (b) _ 3 a, 

db os CPU) 

Io 

which verifies (21). 

Evidently not all of the general continuity. assumptions which we have made 
are necessary. However the existence of the eight-pointic nodal cubic requires the ex- 
istence of seventh order derivatives of the functions y,, y,, y, which define the curve 
K and it seems scarcely profitable to assume that much and still refrain from assu- 
ming these functions to be analytic. 

The condition that 4, shall be different from zero for all values of x in the interval 
a x A bis of a different kind, and may be suppressed altogether. It is evident ana- 
lytically that the factors of the infinite product which correspond to such points are 
equal to unity or at most differ from unity by an infinitesimal of order higher than 
the first. Consequently the value of K(b) will not be changed if all such factors are 
omitted from the product. The reason for discussing the case 9 =o separately at 
all is to be found on the geometric side. If 9, is equal to zero for a continuous set 
of values, the corresponding arc of K coincides with an arc of a conic. If 0. va- 
nishes for an isolated value of x, the osculating conic of the corresponding point P, 
hyperosculates K. In other words, P, is then a sextactic point of the curve, that is, the 
curve K and its osculating conic have at least six coincident points of intersection at 
P,. In all such cases, the eight pointic nodal cubic becomes indeterminate as is shown 
by equation (10). But we may regard the eight-pointic nodal cubic of such a point 
as being a degenerate cubic composed of the osculating conic and the tangent of the 
point P,. Every point of the tangent must then be regarded as a point of inflection of 
the cubic and the lines 7, and #, coincide with each other and with #,. The points 
I, and 7, are then to be regarded as coincident but indeterminate points of t,. If 
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this interpretation be adopted, the cross-ratio K, as given by (15) will be equal to 
unity and it becomes unnecessary to specify the case 9. = o as exceptional for the 
purposes of this theore m. 

The function x(b) presents itself as a limit of an infinite product each of whose 
factors differs from unity by an infinitesimal. Such a limit is clearly the multiplicative 
analogon of a definite integral. It seems but natural that such infinite products should 
appear in projective geometry, on account of the fundamental röle of the double ratio 
in projective geometry and on account of the multiplicative property (17) of the 
double ratio, which corresponds to the additive property of the distance concept in 
metric geometry. 

The form, which we have used for the integral invariant p, was the simplest 
and most effective from our point of view. It seems desirable however to give some 
other forms in which this integral may be written as a result of introducing other 
and more familiar variables. 

If the curve K is given by an equation of the form y = f(x) between cartesian 
coordinates, and if we write 


we may write this integral invariant as follows; 





3 
RITA 1 (3) gy(4) | (3))3 
reat Sy MEA O O no bolded am iG) 
(22) p=— | 22 7 dx, 
3V2 
where the meaning of each of the constituent parts will be easily recognized. 
If we denote by s the length of arc, by r the radius of curvature, and if we 

















write 
NAT HAUT RR, 
ae ET MATE E 
we find 
3 
I yl r'r" 4 r'Y ’ 
(23) D — >; V--7+40 4433 
VE ; 


Finally we may write 


OVE 
(24) = fu 


where p, is the distance from a point P of the curve K to the center O of its oscu- 
lating conic, and where r, is the radius of curvature at O of the locus which O de- 





scribes as P moves alone K. 
The integral invariant p, and the related quantity x, enable us to define what 
may be called the intrinsic cross-ratio of four points of a curve, and thus to transfer 
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the projective geometry of groups of points on a straight line to groups of points on 
a general curve. These variables also enable us to develop an intrinsic projective geo- 
metry which is the exact counterpart of intrinsic metric geometry in the particular 
form which has become familiar through, the publications of Cesàro. The intrinsic 
equation of a plane curve p = f(s), which CesAro uses, is an equation between the 
simplest absolute metric differential and integral invariants of the curve. The simplest 
absolute projective differential invariant of a plane curve is 0ì/0°; its simplest projective 
integral invariant is the integral p. An equation between there two variables deter- 
mines the curve except for projective transformations. But the further development of 
these and other applications of the notion of projective integral invariants must be left 
for the future. 


The University of Chicago, 
December 18, 1915. 


EI WILOZUNSEKT. 
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CURVE GENERATRICI E CURVE AGGREGATE 
NELLA COSTRUZIONE DI CURVE PIANE D’ORDINE ASSEGNATO 
DOTATE DEL MASSIMO NUMERO DI CIRCUITI. 


Nota di Luigi Brusotti (Pavia). 





Adunanza del 22 aprile 1917. 


La presente Nota si collega ad alcune mie recenti ricerche *) sulla « piccola 
variazione » di una curva piana algebrica reale spezzata e sulle applicazioni che ne di- 
scendono, con riguardo speciale al problema della determinazione di curve piane 
d’ordine assegnato [= N], dotate del numero massimo E (CN — 1)(N — 2) + 1] 
di circuiti. 

Fra i metodi costruttivi atti a fornire soluzioni di detto problema e da me intro- 
dotti accanto a quelli già noti di HARNACK e di HILBERT, meritano particolare rilievo 
1 metodi di moltiplicazione. 

Dicasi base di rango h, per una curva piana algebrica reale d’ordine n, un seg- 
mento di un circuito di essa contenente un gruppo di nh punti (reali, distinti) 
completa intersezione della curva stessa con una curva reale di ordine h. Dicasi curva 
generatrice una curva piana (d’ordine n) dotata del massimo numero di circuiti compa- 
tibile coll’ordine e fornita di due o più basi, due delle quali siano prive di punti 
comuni ed abbiano ranghi divisori rispettivamente di # e di 2 n. Da una tale curva, con 
successivi procedimenti di « piccola variazione » (metodo di moltiplicazione) si posson 
ricavare curve rispettivamente d’ordine 2m, 3, ..., gn... , sempre dotate del mas- 
simo numero di circuiti compatibile coll’ordine (curve dedotte). 


*) a) Sulla generazione delle curve piane di genere p dotate di p + 1 circuiti [Rendiconti del Reale 
Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Serie II*, vol. XLIII (1910), pp. 143-156]; 

b) Sulla generazione di curve piane algebriche reali mediante « piccola variazione» di una curva 
spezzata [Annali di Matematica pura ed applicata, Serie III°, Tomo XXII (1913). pp. 117-169]; 

c) Nuovi metodi costruttivi di curve piane d'ordine assegnato dotate del massimo numero di circuiti; 
Nota T? [Rendiconti de! Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Serie IF, vol. XLVII (1914), 
pp. 489-504]; Nota IF [Ibid., vol. XLVII (1914) pp. 797-811]; Nota III* [Ibid., vol. XLVIII (1915), 
pp. 182-196]; Nota IV? [Ibid., vol. XLIX (1916) pp. 495-510]; Nota Va [Ibid., vol. XLIX (1916), 
pp. 577-588]; Nota VI* [Ibid., vol. XLIX (1916), pp. 905-918]. 
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Per ogni valore dell’ordine # esistono tipi svariati di generatrici *) e ciascuno di 
essi, consentendo differenti applicazioni del metodo, dà luogo a numerosi tipi di de- 
dotte °). Già per questa via risulta quindi come una curva i cui circuiti siano in 
numero massimo possa presentare, nella configurazione di questi, varietà assai maggiore 
di quanto fosse lecito indurre dalla sola conoscenza dei metodi di HARNACK e di 
HILBERT 4). 

Oggetto della presente Nota è un'estensione del metodo di moltiplicazione, nella 
quale rientrano tutti gli altri metodi conosciuti, cioè gli stessi metodi di HARNACK e 
di HiLsERT e quelli da me altrove 5) detti della cubica ausiliare e della quartica ausi- 
liare. 

Essa consiste nell’introdurre, insieme colla curva generatrice (d’ordine n), un’op- 
portuna curva d’ordine r, pure dotata del massimo numero di circuiti compatibile 
coll’ordine (curva aggregata) [n° 1]. Per ogni valore di g è così consentita la costru- 
zione non solo, in generale [**)|, di curve d’ordine gm, ma pur di curve d'ordine qutr 
sempre dotaie del massimo numero di circuiti compatibile coll’ordine Im a Br Del 
che presento effettivi esempi per # qualunque ed r=1, 2; per n=2redr qualunque 
ker 40: 

Una generatrice d’ordine # che sia atta all’applicazione del metodo di moltiplica- 
zione e possegga aggregate d’ordine r per ogni r<n, genera curve d’ordine qualsiasi 
e si dirà generatrice completa. Dimostro l’esistenza di generatrici complete per ogni 
valore dell’ordine n < 6 [n’. 7, 8]. 

I. Siano C” e JV" due curve piane dotate del massimo numero di circuiti com- 
patibile coi rispettivi ordini # ed r, sottoposte inoltre alle condizioni seguenti: 

I Le mutue intersezioni, tutte reali e distinte, siano ugualmente ordinate su di 
un circuito y della C" e su di un circuito + della W”. 

II La C” possegga due o più basi. 

III Di queste almeno una, 6’, abbia rango d’ divisore comune di n e di r, ed 
una, 9’’, abbia rango d’’ divisore comune di 2 n e di r. 

IV Le 9’ e 6" non abbiamo punti comuni. 

V Qualora 9’ sia su y, essa appartenga ad uno fra i segmenti in cui è diviso 
dalle intersezioni con +, anzi, per y dispari e + pari, a quello di seconda specie 9) ri- 
spetto al circuito +. 


2) loe. cit. 7) c); Nota IV?, Nota V4, Nota VI? Cfr. Nota IS 264 

ayuoc. ct.) c); Nota 1%, § 1, 

4) Vedasi loc. cit. *) c), specialmente in Nota II° e Nota IF e, per esemplificazioni, in Nota VI? 
($$ 18 e 19). Per la configurazione delle curve generate coi metodi di HARNACK e di HiLBERT cfr: 
V. RAGSDALE On the Arrangement of the Real Branches of Plane Algebraic Curves [American Journal 
of Mathematics, vol. XXVIII (1906). pp. 377-404]. 

Place ci. 22), 0); SHAN. 

6) Un segmento (di curva) avente gli estremi su di un circuito pari e giacente nella regione R 
esterna a questo, può dividere R in due regioni, oppure determinarvi una sola regione semplicemente 
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Esempi di curve siffatte saranno esposti più innanzi (n'. 6, 7, 8). 
Dirò la C" curva generatrice e la W' curva aggregata. 
2. Fissato un sistema di coordinate projettive con elementi di riferimento reali, 


VAIO, 


wo 


Fr 


siano: 


le equazioni di C", W", liberate dagli eventuali fattori numerici complessi (come sempre 
si supporrà in casi analoghi). 
Esiste una curva | 
Sn+r — 9 


reale, d’ordine # + r, avente le sue intersezioni con C” tutte reali, distinte e raccolte 
su 9’. Infatti, essendo (n° 1; III) # + r multiplo di d’, la 0’, che è base di rango 
d', è pur base di rango n + r 7), 


1a: 
BEN au + ER, mr O, 


per £, (reale) di valor assoluto abbastanza piccolo e di segno opportuno, rappresenta 
una curva K"" di ordine n + r, dotata del massimo numero di circuiti compatibile col- 
l'ordine. 

Invero (n° 1; I) la C" e la W” formano una coppia di tipo-B)-, nel senso usato 
in miei precedenti lavori *); e d’altra parte (n° 1; V) la £,4,== 0 soddisfa ai vincoli 
imposti dalla parità dei passaggi 9), che in questo caso basta verificare sulla sola 
ey Ah). 

3. Esiste una curva 

8 anır — O 


reale, di ordine 2n-4-r, avente le sue intersezioni con C” tutte reali, distinte e raccolte 
su 6”. Infatti, essendo (n° 1; IT) 2n1+r multiplo di 4”, la 9", che è base di rango 
d'’, è pur base [7)] di rango 2n + r. 


ae 
ip == Ti ae ar Cb Sr O, 


per #, (reale), di valor assoluto abbastanza piccolo e di segno opportuno, rappresenta 
una curva K*"*" di ordine 2n + r, dotata del massimo numero di circuiti compatibile 
colPordine. 

Invero, per la scelta della g,,, = 0, le intersezioni di K"*# e di C* sono tutte 


connessa. Nei due casi dicesi rispettivamente di prima o di seconda specie (rispetto al circuito). Vedasi 
lpc oct 45) WET DEAD str 0: 

7) Joc. citt); 0) Notai, nd; 

9) loc. cit. 3), (3), n°544. 

9) loc. cit. 5), b), n° 14, in fine. Si tenga presente la parità dei numeri x, r. 

Nap AOS. (Cite A ie) ents hie: gota, 
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raccolte su 9’ e, per il procedimento di « piccola variazione » del n° 2, ugualmente 
ordinate su 9’ e sul prossimo segmento della K"*", onde C* e K"* formano una 
coppia di tipo-B)- nel senso sopra indicato. Inoltre (n° 1; IV) sono soddisfatti per la 
Lana, == 0 1 vincoli imposti dalla parità dei passaggi, riscontrata, come basta, sulla sola 
CE), 9) 

4. Il procedimento iniziato nei n 2 e 3 si può proseguire e dà luogo alla suc- 


cessione di equazioni: 
gph roe n w, so L, ar ivi 


EAN N am t, Ean+r ot 0, 
dete REN, "a ie 0, 


RR ehe Ar EBEN 2; O, 
ove ogni volta il valore del parametro t, è scelto col consueto criterio e la 


8 pn+r TIR, 


rappresenta una curva reale, d’ordine pn +7, avente le intersezioni con C” tutte reali, 
distinte e raccolte su 9’ o su 4’, secondo che p sia dispari o pari, curva la cui esi- 
stenza è garantita [7)] dalle condizioni poste (n° 1; III), essendo nei due casi pn+r 
multiplo di d’ o, rispettivamente, di d’’. 
La 
I 

rappresenta una curva K?"*" di ordine gn + r, dotata del massimo numero di circuiti 
compatibile coll’ordine. | 

5. Se C” possiede più di due basi, nella determinazione di una Bw also 
della 9’ o della 9", per p > 1, si può sostituire l’uso di una diversa base, purchè 
questa non abbia punti comuni con quella utilizzata nello stadio immediatamente pre- 
cedente del procedimento ed inoltre possegga un rango divisore di pn + r. 

Si osservi pure quanto segue. 

Per il primo stadio del procedimento (n° 2) basta supporre che il rango a’ di 0' 
sia divisore di #--r e per il secondo stadio (n° 3) che il rango d’’ di 6” sia divisore 
di 2n-+r. La condizione riguardante i ranghi (n° 1; III) può dunque essere sostituita 
con altra meno restrittiva, quando il procedimento debba essere arrestato oppure ne sia 
altrimenti garantita la prosecuzione. 

È particolarmente notevole il caso in cui # ed r siano entrambi dispari e d' = 2, 
quindi divisore di ogni px +r per p dispari. 

6. Esempi di generatrici C” atte all’applicazione del metodo qui esposto si presen- 
tano fra le generatrici già introdotte per i metodi di moltiplicazione **). 


11) Reciprocamente una generatrice dotata delle proprietà indicate al n° 1 è pure (ivi III) atta 
all'applicazione del metodo di moltiplicazione. Tali si presentano anche le generatrici del tipo intro- 
dotto al n° 5 in tutti gli esempî a me noti, benchè non sembri in questo caso possibile un’affermazione 


di carattere generale, 


142 LUIGI BRUSOTTI. 








Così una generatrice bifronte **) d’ordine n qualunque **), quando si assuma come 
aggregata W una retta secante una delle due fronti, può utilizzarsi non solo per la 
generazione di curve (dedotte) A!” d’ordine gn, ma anche per quella di curve XK? 
d’ordine gn + 1. | 

Una generatrice trifronte d’ordine n qualunque ’*), assumendosi come aggregate 
W* o W° rispettivamente una retta secante una delle tre fronti, od una conica oppor- 
tunatamente prossima al sistema di due rette secanti due fronti distinte e supposte su 
di uno stesso circuito, può generare non solo curve K?", ma anche curve K?"*', 
Pe: 

Lo stesso dicasi di generatrici (d’ordine #, qualunque) che oltre ad una fronte 
lineare posseggano una fronte quadratica *°), quando si assumano come W', W? rispet- 
tivamente una retta secante la fronte lineare, una conica secante la fronte quadratica e, 
nel caso n dispari, r = 1, si applichi l’osservazione esposta in fine del n° 5. 

Senza trattenermi su esempi riguardanti particolari valori numerici di n *°), ac- 
cennerò ad un ultimo esempio di carattere generale. Esso si riferisce alla generatrice 
C° derivata *7) dalla generatrice C’ (r qualunque) inerente ad un metodo di moltipli- 
cazione comunque scelto. Invero la C°" ammette come aggregata W’ la stessa C’ e 
quindi non solo genera curve AK*!” ma pure curve X'*!", Esse per la disposizione 
dei circuiti differiscono da quelle che direttamente si dedurrebbero dalla data C' me- 
diante moltiplicazione. 

7. Merita particolare menzione il caso in cui la generatrice €” ammetta curve 
aggregate W’ per ogni r < x [e sia pure atta all’applicazione del metodo di moltipli- 
cazione (r = o)]. 

Poichè ogni intero si può porre sotto la forma gn +r [o Zr< n], una tale 
generatrice è atta a generare curve di ogni ordine. Essa perciò verrà detta generatrice 
completa. 

Per ogni n<6 esistono generatrici complete; non risulta se ne esistano per n N 6. 

In primo luogo una retta (reale), una conica (a punti reali) sono generatrici 
complete, perchè ogni segmento di retta o di conica è una base di rango I, anzi una 


1?) Dico fronte (lineare) un segmento appartenente ad un circuito di una curva (reale) d’ordine # 
ed incontrato da una retta reale /secante ] in n punti distinti, ugualmente ordinati sul segmento e sulla 
retta. Dico bifronte (rispettivamente trifronte) una curva dotata di due (rispettivamente di tre) fronti 
prive di punti comuni. 

SB) GOG, cits i) 107: Nota IV os cir, lochicit.) a) eat 

LA) OR CHINA Nota MES ND Mach OR CIC) a) AMO. 

15) loc. cit. *) c); Nota V*, $ 17. La definizione di fronte quadratica è analoga a quella di fronte 
lineare, sostituita alla retta reale una conica a punti reali (conica secante). 

19) I più interessanti fra questi figureranno con altro scopo ai n! 7. 8.— Qui osserverò soltanto 
come la C° descritta al § 19 della ricordata Nota VE [loc. cit. *) c)] ammetta aggregate W', W?, 
W3 e sia quindi atta a generare non solo curve K° ma pure curve K61+1, K99+2, K61+3 

AAMC MEE ee oriana: 
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fronte. Ma la relativa applicazione riconduce ai noti metodi di Harnack e di HILBERT, 
che vengono così a presentarsi come casi particolari di quello qui esposto. 

L'esistenza di generatrici complete d’ordine 3 è implicita negli enunciati del n° pre- 
cedente ed è sostanzialmente già nota 55). 

Per n = 4, ricordo la generatrice C*, altrove 59) descritta, dotata di sei basi, di 
cui quattro (collocate rispettivamente sui quattro circuiti) sono fronti lineari e due (col- 
locate su due diversi circuiti) sono fronti quadratiche. Sono aggregate W', W? rispet- 
tivamente una retta secante una delle fronti lineari, una conica secante una delle fronti 
quadratiche. E una aggregata W la cubica dedotta per « piccola variazione » dal sistema 
di una retta e di una conica secanti rispettivamente la fronte lineare e quella quadratica 
di uno stesso circuito di C*, in modo che i segmenti della cubica prossimi alle dette 
fronti appartengano al suo ovale. La C* è dunque una generatrice completa °°). 

Al caso n= 5, che richiede più minuto esame **), è dedicato il n° seguente. 

8. Sia 

TORRES 
3 
Pequazione di un’ordinaria generatrice trifronte del terzo ordine. Siano: 


, PI 


AR E Os. x 


le equazioni di tre rette secanti rispettivamente le tre fronti. 

Ciascuna secante è divisa dalle intersezioni colle rimanenti in due segmenti, sopra 
uno dei quali sono raccolte le intersezioni colla F.= o. L’altro si dirà brevemente il 
segmento estraneo. 

Ciò posto, sia: 

Giozsto 
l'equazione complessiva di cinque rette prossime a 7’ =o, scelte in modo che le loro 
intersezioni con x’ = 0, x''=0, F.=o risultino tutte distinte ed in particolare quelle 
con ? = 0, 7’ = o appartengano ai rispettivi segmenti estranei. 

La; 

EA erg 
per t (reale) di valore assoluto abbastanza piccolo e di segno opportuno, rappresenta 
una curva C° d’ordine cinque, dotata di sette circuiti, come risulta dalle mutue posi- 
SES" OT — 0, F, = 0 °°) 


18) loc. cit. 1) a); § 4 (metodo della cubica ausiliare). 

19) Joc. cit. 1) c); Nota VE (n° 69 e Tav?. I). 

2°) Si confronti pure: loc. cit. 1) a); § 5 (metodo della quartica ausiliare). 

21) La generatrice C5 descritta al n° 77 della già citata Nota VI* [5) c)] ammette aggregate 
W*, W?, W3; non risulta che ammetta un’aggregata W+. Con lieve modificazione della « piccola 
variazione » ivi utilizzata, si potrebbe costruire una C5 che ammetta aggregate W', W?, W4; ma per 
questa non risulterebbe l’esistenza della #5. 

22) Esse formano una terna di tipo-C)- nel senso da me usato altrove [loc. cit. 1), b) n° 44]. 
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Dico che (per [él abbastanza piccolo) tale C5 è generatrice completa. 


Osservo intanto come il circuito dispari di C°, per |t| abbastanza piccolo, possegga 


tre fronti lineari ©’, 6”, £'”, di cui sono rispettivamente secanti le 7 = 0, z 


iper 
= 0, 


x" = o. Le prime due sono prodotte dal comportamento della G. = 0; la-terza pro- 
viene dall’opportuno collegamento dei tre segmenti della C° prossimi rispettivamente 


alla terza fronte di F = 0, al segmento, estranéo di 7’ = 0, ‘a quello tanza: 
> 
Segue che la C’ ammette come aggregata W" la 7! —o, e come ‘aggregata 
W? la: 


aay dls | + r G, — 0, 


ove G, = o sia una conica reale a punti immaginari e #', di valore assoluto abbastanza 
piccolo, sia scelto di segno tale da assicurare il diretto collegamento dei segmenti pros- 
yer 


sun a, ouelltestranei idl eit ossi.) | 
La C5 ammette inoltre come aggregata W la F, = 0, e come aggregata W* la: 


URL + #1 G =, 


ove G, =o sia una quartica reale a punti immaginari e t’’ abbia valore assoluto ab- 
bastanza piccolo e segno opportuno. 

Nei casi indicati sempre si può porre 0' = ©’, 0" =", pur presentandosi possi- 
bili altre scelte delle basi. 

Sono W' anche le 2" = 0, 7’ = o e si ottengono W* e W* pur utilizzando la 
220, Auziche la iso. 

La C’ è dunque generatrice completa ed in più modi. 


Pavia, marzo 1917. 


LurGr BRÜSOTTE 
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CERTAIN SURFACES OF VOSS 
AND SURFACES ASSOCIATED WITH THEM. 


by Luther Pfahler Eisenhart (Princeton, N. J.). 


Adunanza del 10 dicembre 1916, 





In a recent memoir published in these Rendiconti *) Branch has studied at 
length a class of surfaces defined as follows. We take any surface S and a point O 
fixed in space. At each point M of S we consider the trihedral of the normal and 
the tangents to the lines of curvature. When the vertex M of the trihedral moves over 
the surface S, the point O assumes, with respect to the trihedral, a series of posi- 
tions, which in general constitute a surface, called the tractrix surface for 5 au 0) 
The surfaces studied by BrancHI are those which admit as a tractrix a quadric which 
has the planes of the trihedral for planes of symmetry. These surfaces depend essen- 
tially on pseudospherical congruences, defined by the property that the distances be- 
tween the limit points and between the focal points are constant. In fact, the normals to 
these surfaces are parallel to the rays of a pseudospherical congruence, and moreover the 
lines of curvature of the surfaces correspond to the asymptotic lines on the focal 
surfaces of the congruence. There are different types of these surfaces determined 
by the character of the quadric tractrix. Most of the types belong to a general class 
of surfaces discussed by the author in a former number of these Rendiconti *). 
We established in particular a transformation of surfaces of Voss into surfaces of 
Voss, such that the lines joining corresponding points on a surface and a transform 
form a congruence meeting the two surfaces in their geodesic conjugate systems. In 
this case we say that the two surfaces are in the relation of a transformation Q. We 
showed further that the lines of intersection of corresponding tangent planes to two 
surfaces in this relation form a normal congruence, that the lines of this congruence 


1) L. BIANCHI, Sopra una classe di superficie collegate alle congruenze pseudosferiche [Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, t. XL (2° semestie 1915), pp. 110-152]. 
2) L. P. EISENHART, Conjugate systems with equal Tangential Invariants and the Transformation 
of MourarD [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXIX (1° semestre 1915), pp. 153-176]. 
In what follows this memoir will be referred to as M. 
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are parallel to the rays of a pseudospherical congruence, and that the developables of 
the former congruence correspond to the asymptotic lines on the focal surfaces of the 
latter. In certain cases the surfaces orthogonal to these normal congruences are of the 
class considered by BrancHI, and it is the purpose of this paper to investigate these 
surfaces from this point of view. 

If X is a surface of the type under consideration, one knows how to draw 
planes through the normals to such that these planes envelope a surface of Voss. In 
general two surfaces of Voss are obtained in this manner. They are special surfaces 
of Voss, characterized by the property that if I denotes the distance from the ori- 
gin to the tangent planes to the surface, then W is a solution of a completely inte- 
grable system of three partial differential equations of the second order. Conversely, 
each solution of this system determines a special surface of Voss, and the determi- 
nation of the solutions of the system is the same analytical problem as that of finding 
the BÂCKLUND transformations of pseudospherical surfaces. When such a surface is 
known, it is possible to draw in its tangent planes lines forming a normal congruence 
met orthogonally by surfaces X. Moreover, the analytical determination of these con- 
gruences is the same problem as finding the BäckLUND transfor mations of the pseu- 
dospherical surface whose asymptotic lines have the same spherical representation as 
the geodesic conjugate system on the given surface of Voss. 

The tangents to the curves of either family of the geodesic conjugate system on 
a special surface of Voss are normal to a surface X with a quadric of revolution for 
tractrix. As thus given X is a surface of GuicuaD, and it is readily shown that the 
other focal surface of the accompanying congruence of GuicHarD is of the same type. 

We establish two types of Transformations of Risaucour of these surfaces 2; 
and for certain types the transforms by reciprocal radii are surfaces of the same kind. 
At the same time these transformations carry with them certain induced transforma- 
tions of special surfaces of Voss. 

I. Equations of a surface V and preliminary formulas, — We consider a surface V 
referred to the geodesic conjugate system. Since this system has the same spherical 
representation as the asymptotic lines on a pseudospherical surface P, the linear element 
of this spherical representation can be given the form 


(1) dé = du + 2cos2mdudv+tdv* 4), 
where è is a function of u and v satisfying the equation 
0° © 
2 “37 + sinocoso = o. 
(2) dudv de 


A ee alld Xi ya Zu dote respectively the direction-cosines of the 
bisectors of the angles between the parametric curves of the spherical representation, 


3) The formulas ot this section can be obtained from those of $$ 1, 3, M, by taking p= const. 
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and X, Y, Z, the direction-cosines of the normal to a surface V with this represen- 


tation, we have 











PASSEN QUO 
(sn dn — sinwX, xa Na Sos + sinwX, 
OX, 0 OX, Ow 

(3) ST 59 — cosw X, PTE amet — cos w À, 

| OX OX 
eo 1 Os a Snia SO Aa CORAL 

The tangential coordinates of V, namely X, Y, Z and W, satisfy the equation 
o? W 
(4) See + cos2m-W =o. 


In terms of the tangential coordinates the rectangular coordinates, x, y, x, of V 


are expressible in the form 


OW ow 
(5) x=WX+ —— | X, cose (5 — ag) tt sin o( 


From these we obtain 





OW TOW 
Ou qe =) 











3a” — a Ce + sin w X,), 
(6) 

oe _ pare „(05 w À, — sino X,), 
where 

OW Oo OW 2. 00 OW 
D = — A ge 2 + 2000205 — sino du Fr — W, 
D pe ag MI MERE GU crc ac 

Our sin 26 07 Ou Ou dv 


The Copazzı equations for V are 


30) IRE sD" 2 de 


(8) Ov sinz09u cpm du malto 





When the surface P is subjected to a BickLunD transformation, the linear ele- 
ment of the spherical representation of the asymptotic lines on the new surface P, is 
given by 
(9) do = du’ + 2cos24dudv + dv’, 


where 9 is a solution of equation (2) satisfying also the equations 


99 Ow co; 
rn cv ar (Ur) 
(10) 
| tan —- sin (9 — w), 


6) 
rn 
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c being the constant angle between the tangent planes to P and P, at corresponding 
points. The intersection of these planes passes through P and P,, and its direction- 


cosines X, Y, Z, are of the form 
(11) X= cos8X, + sin6 X.. 


Moreover, the direction-cosines of the normal to P, and of the bisectors of the angles 
between the parametric curves on the spherical representation of P, are of the form 


A = cos oc X + sin «(sin 8X, — cos Ü X ), 
(12) | X, = sin © [cos ¢(sin 6 X, — cos® X,) — sine X] — coswX, 
À, = — cos o [cos s (sin 9X, — cos#X,) — sinc X] — sin w X. 
2! Transformations Q of surfaces V. Normal harmonic congruences, 


From the theory 4) of transformations Q it follows that X’, Y°, Zangen 
defined by 


ON RAZZA d Ru SORA 
(an) 5%.) =— ws (Z), el), 
where w is any solution of (4), are the tangential coordinates of a surface of Voss, 
say V,, such that the developables of the congruence of joins of corresponding points 
on V and V, meet the latter in the parametric geodesic conjugate system. The direc- 


tion-cosines of the line L of intersection of the tangent planes to P and P. are ne- 


cessarily X, Y, Z, given by (1 1). We are interested particularly in the case where 
the congruence of lines L is normal. and this is the only case which will be consi- 
dered hereafter. We call it the harmonic congruence. 

The necessary and sufficient condition that the congruence of lines L be normal 
to a surface, say X, is that the function w shall be defined by 


o log w 6 o log w c 
(14) ae = cot —— cos (9 + w), sua = — tan — cos (9 — 0), 


where 9 and ¢ are any solutions of equations (10) 5). In this case equations (13) are 
reducible to 





OLY is en oW 

EN SE = (W — W,)cot — cos (9 + OI 

15 W 
OW, o o, 

pie = (W + W,)tan — cos (0 aie bay ut 


The rectangular coordinates a,, b,, c,; a,, b,, c,, of the focal points F,F, of 
this congruence are of the respective forms 


coso X, + sinwX, cos © À, — sin 0 X, 





16 a, =%x T____ i Aa, =X TL 22er 
(o) ; UE sin (0 — @)  ?! 2 + sin (4 + w) i 
#) The results of this section follow from §§ 3, 5 and 6, M., when we take ps Det 


5) 1 c. 2) n° 86. 
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where 
(17) T sin(0 4 OW 6 


sin 2% Ov 











id cos à _ sin(® — w) OW 


sin o sin 2 w Ou 


un ). 


From the theory of normal congruences it follows that the normals to the focal sur- 
faces which are the loci of F. and F, are parallel to the tangents to the lines of 
curvature on 3, which as a matter of fact correspond to the geodesic system on V 
and consequently are parametric. Hence if RÉAL VA Go Y,, Z, denote the direc- 
tion-cosines of the tangents to the curves vy — const., 4 = const. respectively on X, 
we find that 


X= cos — (sin OX, — cos 0 X,) — sin — x 
(18) 


X, = — sin — (sin 9X, — cos 0 X,) — cos Da Mo 
From (11) we obtain by differentiation 
DAT O X ARTE 
(19) m (EX, SE —Vex, 
where ag 
(20) VE — sin (0 + ©) VO tbr (no) NEE 
È 0 (0) 
sin — cos — 
2 2 


Evidently E, F and G are the coefficients of the spherical representation of 3. It is 
readily found that 


(ar) TE ote = COS (9 + 0), ii I = — COS (9 — W). 





We express the rectangular coordinates &, n, © of = in the form 
(22) erat ad ean I, 


where W, and W, are to be determined. Since these functions are evidently tan- 
gential coordinates of the loci of F, and F, respectively, we have 


ane we — W — = W VW 
(23) Dir ri tee SPR ni 
2 sin — 2.08 


From these equations we find 











(24) LR we VE Ou 2 


6) Cfr. L c. 2), ni 78-80. 
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and from (18) 




















OR NET ONE BEATO IC EE 
des me Ku RS ra © 
2 pai ui rh RI: 

DEN TMG Om NEA Ov VE du wii ; 


Equations of the form (22) serve to define any surface referred to its lines of. 
curvature. Equations (24) and (25) hold in this general case, as do also 


OW oW 














(26) ont 3g VW: 
and 
othe POU 1 OVE qui 
és = =($ VG dv W, + VER), 
27 de cu 
IE LOHR 1 9YG-— = 
8 (3 VE du V+ 1GW)x 
3. Surfaces V. and surfaces X,.— The function w defined by equations (14) is a 


solution of (4), and consequently there exists a surface 7, whose tangential coordi. 
nates are X, Y, Z, w. We inquire under what conditions a surface of Voss is so 
defined. 

If equations (14) are differentiated with respect to both « and v, we note that 


w satisfies the system 








elle rh, SE e Era N N: 
Ou Ou OU A sin2mQu Ov AY eg 
OW 
(28) PERRI EN 
ow x FL RUN LOHR AL NEE OW A Wie 
Oak NB sine Gide ong ay Ow) kB 
where A and B are positive constants such that 
G G 
__- LE | 
(29) À cot 3 — Diian À | 


Comparing this result with (7), we see that the second fundamental functions of V, 
are of the form 














B 2 dw OW 

CO) D=— (147) W +25 dv ), 
RIVE A 2 00 OW 

= (HZ) ta)” 


It is readily seen that these values satisfy the Copazzı equations (8) in consequence 


of (28). 
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When equations (14) are solved for sin® and cos 9, we get 


























Se Is ¢ dlogw c dlogw 

Formen 2 sin w (tan 2 oh le =) 
(31) I c Ologw c e 

cost. {tan : — cot 

2 COS w ( vi Der ATTICI 

Squaring and adding, we observe that for w defined by (14) the function ®, defined by 

J I LR TO II EN do IL [LO MTS 
Or ds sin? 2 w Et du li RT 7 LS TEL va Ov ) ji 


vanishes. As a matter of fact, it is readily shown that for any function W satisfying 
(28) the first derivatives of ® are zero, so that ® is a constant. 

Suppose now that we have any solugion of equations (28) for which ® is zero. 
It is easily shown that « given by (29) and 8 defined by (31) satisfy equations (10). 
Accordingly we say that every surface of Voss whose tangential coordinate W sati- 
sfies equations (28) and makes ® zero is a surface Ve. 

Suppose we have a surface W and apply to it the transformation determined by 
the function w of the surface itself. From (1 3) it follows that W = c/w, where c is 
a constant. In this case equations (23) are 


c c 
“ji Sen tas = — W 
wa er w 
(33) BI TA US 3 We RETE om) Ae 
, (0) © 
2 sin — | 2C0S — 
2 2 
From these espressions we have 
(34) AW? — BW? = const. 
Consequently we have 
THEOREM 1. — When a surface V_ is subjected to the transformation Q determined 


by the function w of the surface itself, the tractrix surface of a surface X normal to the 
harmonic congruence of the transformation is a hyperbolic cylinder whose axis is the normal 
to X. | 

4. When the tractrix surface is a paraboloid. — We consider now the case when 
the tractrix surface is a paraboloid with an equation of the form 


(35) AW? — BW? —2hW =o. 
If this equation be differentiated separately with respect to u and v, the resulting 
equations are reducible by means of (15), (23), (24) and (26) to 


Im. (An 2 3) — W (cor Ar ZB) C+) 
Du 2 2 2 2 
+43 4 sin (8 +0)=0, 

9 G 5 BR 
Pl dun 8) (cot 7 An O ai: 
2 2 2 2 2 


oW 
TB, t+bsin(d—o)=o. 





(36) 


ee 
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Eliminating the first es from these ee we obtain 


(37) A cos (D — 0) 9 7 + Boos (D + 0) 3 + h sin 20 =o. 


Likewise the elimination of h gives 


ae |, (cos i) ae a 








sino 


(38) 
MAP CS a) ESME) TT = 0. 





When we express the condition that this value of W, shall satisfy (15), we get, 
in consequence of (7), the expressions (30) for D and D'’. When these values of D 
and D" are substituted in (7), we find thag W must satisfy equations (28). 

Making use of this fact, we differentiate (37) separately with respect to u and 
v. The resulting equations are consistent only in case = satisfies (29), and then they 
are equivalent to the single equation 


(39) A sin (9 — i ER dA tc Bsin (9 + )S 


However, when o satisfies (29), the coefficient of W in (38) vanishes, and conse- 
quently the foregoing investigation does not justify us in concluding that W is a 
solution of the system (28). Nevertheless we shall find that this is the case. 

On the assumption that ¢ satisfies (29) equations (36) become 





Ou 
oe A cot > sin 20 W =o. 





(SE = cot — cos (9 + w)W — sin (9 + ©), 
(40) ‘sw R , 
(= mes — 0) W + sin (0 — 0) 


When these expressions for AS and 2. are substituted in (37) and (39), these 


equations are satisfied identically. Moreover, if these expressions are differentiated and 
the results are substituted in (28), the latter are satisfied, in consequence of (10). And 
from (32) we have 


deg h° 
(41) 0-00 
If equations (40) are solved for sin® and cos®, we get 
3 ba ES G OW 
(ABW? + 1?) sin 2m sind = — A(B tan — W cos w + bsin wo) — 
— B(A cot — W cos + hsin a) SIE, 


(42) 
(ABW? + h*) sin 2m cos 9 = A(Bran © W sino — hcos w) D 


— B(A cot — W sino + h cos w) 9 


Squaring and adding, we get (41). On the assumption that W is a solution of the 
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system (28), © given by (29) and 8 by (42) satisfy equations (10). If D — 0, we 
have the case of § 3. If 0, we determine h by (41) and the conditions of the 
present section are satisfied. 

The special surfaces of Voss determined by solutions W of (28) are called V,, 
where h denotes the constant obtamed from (41). 

From the above results follows 

THEOREM 2. — Each solution of equations (10) determines a family of surfaces 
V,, h being the parameter of the family; these surfaces are obtained by quadrature. 

Assume that we have a surface V, for which 40, and that we have deter- 
mined c and 8 by (29) and (42). There exists a function w given by (14) for these 
values of s and 0. We use this w to determine a transformation Q of V,. 

Substituting the values from (40) in (1 La we get for the determination of W, 





o Rot 
SA VW w) = sin! + è), SW, az I wsin (8 — 0). 
We define a function T by the quadratures 
oT co ya OFEN CU, 
(43) 3 Sa os VE Si = sin — VG w, 


which are readily found to be consistent. Hence we have, to within an additive 
constant, 


Be 
(44) ea ae: 
From (35), (33) and COR get 
CO) w__ TW 
4) wsing ~ 





Reviewing the preceding results, we note that when a solution of equations (10) 
is known, we can find by quadratures functions W, w and T, whence we obtain a 
surface X with a hyperbolic paraboloid for tractrix. In other words we have 

THEOREM 3. — The determination of surfaces & with a hyperboloid paraboloid or a 
hypesbolic cylinder for tractrix, as given by (35) or (34), is equivalent to the determi- 
nation of BACKLUND transformations of pseudospherical surfaces. 

5. Complete solution of equations (28). — The system of equations (28) is com- 
pletely integrable, and consequently any solution is linearly expressible in terms of 
three linearly independent solutions. We investigate this problem in the light of the 
preceding results. 

Since ® is a constant for any solution of the system, it follows that if W and 
W' are two solutions, the function W defined by 


I E oWoW' 


fio B du Quo 


sin? 2% 


(46) 








Re, oW oW' SHINE B ae | 
ANS Uma Ou À dv dv 


is a constant. 
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If 9, and 9, are two solutions of equations (10) in which e is given by (29), 
the two functions w, and w, defined by 


0 log w. lo 0 log w. G ial 
(47) = "= cot —- cos(9; |), RE = —tan— cos (8, — 0) dena) 





are solutions of (28). When they are substituted in (46), we get 
(48) w,w,[1 — cos (®, — 6,)] = const. 


If we take the logarithmic derivative of this equation, it is satisfied identically. Hence 
when 9, and w, are known, w, follows directly. 

Sige: now that we ee a third solution 8, of (ro) for the same value of o, 
and w, denotes the function given by (47) with i = 3. Since the left hand member 
of (48) cannot be equal to zero, w, is not a linear combination of w, and w,. Thus 
w,, w,, w, are three linearly independent solutions of (28) in terms of which any 
solution is linearly expressible. Since equations (10) are reducible to the Rıccarı form, 
when a solution is known, the others can be found by quadratures. Reviewing the 
preceding results, we have. 

THEOREM 4. — The complete solution of the system (28) is reducible to the integra- 
tion of a RıccaTı equation and quadratures. 

If we put 
(49) W = a,w, + a,w, + 4,w,, 


where the a’s are constants, equations (42) become 


[La w,) + 45) Case Sira, w, così... D a, W, 
4 co 2: 3 


(Sa, w.) es > a,w,sind,. Daw — 


cot 0/2 


Pia 





aa? w, sin 9., 
(50) 





h> a, w, cos 9.. 


Squaring and adding, we get 
h? è == CI 
(51) > 4,a,w,w.[1 — cos (6, — —4)]+—~=0 TERN 
en ix) 

which is consistent with (41) and (48). With the aid of (51) we show that 8 de- 
fined by (50) satisfies (10). 

6. When the tractrix is a central quadri. — We consider in this section the case 
when the tractrix surface is a central quadric with the equation 


(52) AW?T-BW:+CW =K, 


where A, B, C and K are constants. 
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If this equation be differentiated separately with respect to u and v, the resulting 
equations are reducible by means of (15), (23), (24) and (26) to 
Wsin(@+uy— À IT AGDE 


C Qu sin 6 


per Aa) A ae DR: ee) A prey EN 
es «|, (sin ites ee + (sin iit ae +) |= 
B OW , cos(8—o) 
ME AGS Dries oot sins > 
B 6 A B 6 
|, (Ge sin’ Bini: SL) 40 (sin = Joi fined aS 3 +) |=. 
Eliminating W from these equations, we get (38), from which, as we have seen, it 
follows that W must be a solution of (28), provided that the constant a defined by 
OR athe BR u 
TS cn. = 4 
is not equal to zero. 
Equations (53) are equivalent to (38) and 


A cos(d — 0) OW B cos (8 +o) OW 
(54) Bat sinzo ou | C sinzo ov 


From (23) and (38) we have also 


: 6 
os —— 
es Bea 2 
Re — sin — WV LEE 

i 1% 2 um sin 20 x 


ME DREH BR: OW 
Pas (= sin (8 — Deer: Ar ae War 5.) 
657) ER 
sin — 


— A G 2 
aW , = — cos — W — — 
o 2 sin 2% 





x 
Ans oW Das oW 
(Gin (9 — er + GE sin (9 + DES) 7 


In order that these values satisfy equations (24) and (26), we must bave a =1, and 
consequently « must satisfy 


2 6 e) PSS pit 
(56) A cos sa B sin "= C. 
Assuming that these conditions are satisfied, we substitute the above values of W, 
W., W,, in (52), and obtain 
Ch 
(57) eae E 


Hence the tractrix surface is a hyperboloid or a cone, according as W is a solution 
of equations (28) for which ® is different from or equal to zero. Accordingly we 
have: 
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THEOREM 5.— If W is a solution of equations (28), © a constant angle not satisf- 
ying (29), and 0 any solution of equations (10) in which has this value, equations (12) 
and (38) determine a transform of the surface of Voss corresponding to W. The har 
monic normal congruence is normal to a surface X whose tractrix surface is an hyperboloid 
or a cone, according as ® is not or is equal to zero. 

When the values (54) and (55) are substituted in (22), the result is reducible to 


























(58) EE, + OR CE) 
i o) AoW Bow 

NOR AT EAN HAN EB TO ARTE) SSB ee 
(59) = WX+ E (4 du +757) trata (4 Ou Cox 

In consequence of (15) and (56) equation (38) may be given the form 
A EE Dec 
i (eos A Pe sin +) W 
Sil oa (led a OW, Ba OW, 
leg: Sind — 0) 9 en. | 


Hence the transform V, also is a surface of Voss for which its coordinate W , Sati- 
sfies (28) when © is replaced by 6, a result easily verified. 
From (59) and (32) it follows that 


bith = + wo 





7. When the tractrix is a quadric of revolution. Special surfaces of GUICHARD. — Since 
the parametric curves on a surface V, for which W satisfies (28) are geodesics, the 
tangents to the curves of either family form a normal congruence. We consider the 
surfaces orthogonal to such congruences. They are special surfaces of GuicHarp. 

We take first the tangents to the curves u = const. From (6) it follows that 
the direction-cosines of these tangents are of the form 


(60) X —c050X, — sinw X,. 
By differentiation we get 
9X Ow,. OX 
(61) EPA rh pe -| cos w X,), Sl 20X, 


so that the coefficients of the spherical representation of the congruence are given by 


(62) VE ace, /G = sin 20. 


From these it follows that the direction-cosines of the tangents to the lines of curva- 
ture on a normal surface X, which in fact are the parametric lines, are of the form 


(63) X, = sinw X, + cosoX,, KI 
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The cartesian coordinates x, y, z, of X are given by equations of the form 


(64) BR LER, 


where ¢ is determined by the conditions 
9% = OX 
DI x = 0, DI X 9% 
In consequence of (6) these equations of condition are reducible to 


Ot Ot > 
3, Poot 2% nein D' cos ec2 w. 
When the values of D and D” as given by (30) are substituted in these equations 
in consequence of (28) their integral, to within an additive constant, is 

| B 1 om 
(65) (47) 


) 


? 


and equation (64) reduces because of i 2 to 





Xa WX daga cos © + X, sin ») 


(66) sin 2 © 24 u 


B I 
uh A sin20 aa 


From (60), (63) and (66) we get 


‘Lies cos» — A, sin o). 


oW I RO 


W = cot 20% a a À 





(67) AVR 


e E he W. 
Since W satisfies (32) and (41), we must have 
; 3 Ba, h° 
(68) ne e x: 


We have seen that each solution of equations (28) determines a function 9 which 
satisfies (10). For this value of 9 we have (40), by means of which the above expres- 
sions are reducible to 


W = — (cot sin ( + 0) W + cos(0 + 7) 


— 


(69) 
W = cot — cos (8 + w)W — sin (8 Ho), W,=W, 


and equation (66) may be written 


_— 


(70) s=WX— cot — W (sin 9 X, — cos# X,) — È. (cos OX + sin §X,). 
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In like manner we consider the tangents to the curves v = const. on V,. The 
analogous functions are 
À = cos oX, -snoaf,, A =A, X — sino COS 
(71) + a 
VE = — sin2 0, Ge 


We have also 
A I OW 


(tz) 


and the coordinates of = are of the form 











> 2 A W | 
x= WX — B as. A (cosm X, + sino X,) — 
(72) lag | 
dr 5, (eos X, — sinwX,), 
so that 
= Fe; OW. 
7) Wa", Mer Wa nese 
These satisfy 
dea tato RATIO h? 
Wet W?—— yw? = — 
(74) TM cp Me aa 


In terms of 8 they are 
= GR h 
W = tan = sin (9 — 0)W — cos (0 — oe 4 


Vo i a tan — cos (0 — 0) W + sin (0 — SE I 
Hence we have 

THEOREM 6. — The tangents to the conjugate geodesics on a surface V, constitute 
congruences normal to surfaces with tractrix surfaces which are central quadrics of revo- 
lution or cones of revolution, according as h differs from or is equal to zero. 

8. General class of surfaces &. — The surfaces & discussed in §§ 3, 4, 6 have in 
common the properties that their normals are parallel to the lines of a pseudospherical 
congruence with the developables of the normal congruence corresponding to the 
asymptotic lines on the focal surfaces of the pseudospherical congruence and that the 
planes through the normals parallel to the tangent planes to these focal surfaces enve- 
lope surfaces of Voss. We shall show that the second property is possessed by all 
surfaces whose normals satisfy the first condition. 

Suppose we have a normal congruence whose direction-cosines are given by 
(11), and with the expressions (20) for the coefficients of the spherical representation 


of the developables of the congruences. The fundamental functions D and D" of a 
surface orthogonal to this congruence satisfy the Copazzi equations 
Oni MONA d /D" D oyG 
(5) è Ad 
VG E: ou 


VE] GL ovo 
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When D and D’ are known, the cartesian coordinates of the surface are given by 
the quadratures 


P< 


A FAI) 
7 Ou STO: FIDI I G 


VU 
= 


Through the normals we draw planes parallel to the tangent planes to P and P.. 
The tangential coordinates W and W, of the envelopes of these planes are given by 


W=- > Xp iW EX". 


With the aid of (75) and (76) we find that W satisfies (4) and W, equations (15). 
Hence we have 

THEOREM 7. — If S is a surface whose normals are parallel to the lines of a pseudo- 
Spherical congruence with the asymptotic lines on the focal surfaces P and P. of the con- 


gruence corresponding to the lines of curvature on S, the planes through the normals 
parallel to the tangent planes to P and P, envelope two surfaces of Voss in the relation 
of a transformation Q. 

BrancHI 7) has shown that when any surface has a tractrix surface defined by 
any one of equations (34), (35), (52), in which A and B have the same signs, the 
normals are parallel to the lines of a pseudospherical congruence with the correspon- 
dence referred to in THEOREM 7. From the preceding results it follows that all sur- 
faces of this type may be obtained as in $$ 3, 4, 6. 

Braucht considers also the case where A and B have different signs, and shows 
that the normals to such a surface are parallel to the lines of a real pseudospherical 
congruence of one of three types, for all of which the focal surfaces are imaginary. 
Since the associated surfaces of Voss also are imaginary, there is no. advantage in 
studying this case from our point of view. | 

In $ 7 we found a class of surfaces whose tractrix surfaces are quadrics of re- 
volution with equations of the forms (68) and (74). Evidently the normals to these 
surfaces are parallel to the tangents to the asymptotic lines on the surface P with the 
representation (1), and these lines correspond to the lines of curvature on X. BIANCHI 
has shown that all surfaces with this type of tractrix surface possess these properties. 
Accordingly we have. 

THEOREM 8. Surfaces with tractrix surfaces defined by (34), (35), (52), (68), or 
(74), when A and B have the same signs may be obtained by the processes of the pre- 
ceding sections. 

9. Certain properties of transformations of Risaucour. — When in the correspon- 
dence established on the two sheets of the envelope of a two-parameter family of 
spheres by the points of contact on the same sphere the lines of curvature on the 


sheets correspond, these surfaces are said to be in the relation of a transformation of 


dit cat), 
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Rrpaucour with one another. For brevity we say that either is obtained from the 
other by a transformation R. In this section we derive certain properties of these 
transformations. 

The coordinates È, n, € of any surface whatever = referred to its lines of cur- 
vature can be put in the form (22), the functions X, X,, X, satisfying (19) and (25), 
and the functions W, W., W,, equations (24) and (26). 

Any other surface X' with the same spherical representation of its lines of curva- 
ture as = is defined by equations of the form 
(77) MER nr 
where W', W', W' satisfy (24) and (26). | 

As DarBoux has shown °), the function W determines a transformation R of 
x’. In fact, if E’ and G’ denote the first fundamental coefficients of X', and À is the 
function defined by 


ORE E DM RENTEN 
ssi Le /G! 
(78) To) u W, VE I To) V Wa G ) 
the sphere of radius %/W and center at the point whose coordinates are 
Are ANSE PE 
(79) X ri erh ROME 


touches X’, and on the other sheet of the envelope, say X', the lines of curvature 
correspond to the lines of curvature on £’. Moreover, the cartesian coordinates of X' 


are given by equations of the form 
I 


(80) Et —L, 


DEENN 


| 


where m is a constant and the function + is defined by 
(81) Wi+ W: + W° = amd. 
Furthermore, the direction-cosines (X),, (Y),, (Z),; X)» (Y,),, (Z,),3 X), CY, ), (Ze 


of the normal, and the tangents to the lines of curvature on ! are given by 
; Wi LZ i E 
(X, es Sea 


From (80) and (82) we obtain 
= = +H (1-2), 
a 





MAT MAT. 





(83) (7) = SEX) = + (1 - 


m, = LEK), = H+ (1-1), 








8) G. DarBoux, Leçons sur la theorie générale des surfaces, II° partie (Paris, Gauthier-Vil- 
lars, 1889), p. 383. For a full treatment of these transformations see the author’s paper: Deformable 
Transformations of RıBaucour [Transactions of the American Mathematical Society, vol. XVII (1916), 
pp. 437-458]; from the first section of which we obtain the equations used in the present paper. 
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where 
(84) T=-W WW WWW =: +nn 460. 

We consider now the case where © is transformed by means of the function W 
appearing in the equations (22) of the surface itself. Now equations (78) are reducible 
to the form 


IA ag OEM OR oF 
N > À / — > Bir __ — SE 
BECK VE TI: u’ Ov Ov’ 


and consequently to within an addittive constant we have 
2 = & + vy? 40°. 
From this result it follows that the spheres with centers at the points (79) pass 
through the origin. 
Comparing this equation with (81), we see that m7=1, and consequently equa- 
tions (80) show that the origin is the transform of 2. 


Although, as we have just seen, the transformation R gives nothing of value 
in this case, the transformation by reciprocal radii does. In fact, the point coordinates 


Een, 6, of the transform of = by reciprocal radii are given by 
(85) a Se c/o, no = 1/P; 6 7 C/o, 

where 

(86) i cif Ee arte Ci I a 

Now | 


hence 














4 LI W ja Veda W 
ie 9% Gala a). 
du SEL I 0 


Ov 0 
From these expressions and (82) it follows that the transform &, has the same sphe- 
rical representation of its lines of curvature as X!. Hence we have 

ar EN se si WF. 

(87) (W), = Dicky. CP Bree POE don ) GLIE ma ani ) GT TOLTI 0 a 


10. Transformations of the surfaces X.—In § 6 we saw that if we have a special 
surface 7, that is a surface of Voss determined by a solution of (28) such that 
® — o, each constant ¢ not satisfying (29) and a solution 9 of (ro) determine the 
normals to a surface X for which the tractrix surface has the equation 


(88) AW? — BY? + CW =o. 





W, 


Again the tangents to the parametric curves on V, are normal to surfaces = 


whose tractrix surfaces have one of the equations 


(89) m +m_2W:=o 4H: FWiao. 
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Hence from (87) we have | 

THEOREM 9. — Surfaces X with the tractrix surfaces (88) or (89) are transformed 
into surfaces of the same kind by reciprocal radii. 

If VY’ is another special surface of Voss with the same equations (28) as V,, the 
quantities e and 9 referred to above determine the normals to a surface X with the 
same spherical representation of its lines of curvature as X and its tractrix surface has 


the same equation (88). We apply to this surface X' the transformation R determined 


by the function W of the surface XY. From (83) we have 


2 


(90) AM) — BW?) + cm’) = CRUE ve T)(AW, W' — BW, yA CW W’). 
From (54) and (55) we get 
(91) AWW. — BWW. + CWW = — Ay, 


where W defined by (46) is a constant. Since W and W’ belong to special surfaces 
V., they are defined by equations of the form (47), and, as shown by, (48) SE 3 

We inquire whether the other factor in the right-hand member of (90) can be 
constant, say a. This necessitates 


Bee <b Dar ne 10; 


Differentiating this equation, we find that this condition is satisfied only in case 
W' 
ere II PT To Alle 
W W W 
that is, when = and 2’ are homothetic with respect to the origin. 
Suppose we have a surface V,, as defined in § 4, with the spherical respresentation 
(1) of its geodesic conjugate system. The quantities 9 and o referred to above deter- 
mine in the tangent planes to W, lines forming a congruence of normals to a surface 
x’, whose tractrix has the equation 
as — a h° 
(92) As ri 
As thus defined 2’ and Y (defined above) have the same spherical representation of 
their lines of curvature. 


We apply to X’ the transformation R determined by W of the surface X. From 
(83) it follows that we have 
\ AY — BW + CW); 

h° 2 I Wi Sie iia. TW Wr 
rage pervade T)\(AW W,—BW,W!+CWW’). 


Comparing the right-hand member of this equation with (91), we see that the neces- 
sary and sufficient condition that the transform ZX! be a surface of the same type as 
x’ is that W(W, W") = o. 


(93) 
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We turn to the consideration of surfaces of GuicHARD X and X’ with tractrix 
surfaces given by the first of (89) and (68) respectively. We apply to X' the tran- 


sformation R determined by W of X. In consequence of (83) we obtain 


O-DOW+H Wi WW), 


wen y= ve 


MT 


Substituting the values (67) and similar ones for X' in the left-hand member of the 
following equation, we get the other member: 


WW +W Ww — WW = = a 


Hence as in the above case the determination of this type of transformations R of 

special surfaces of GUICHARD into surfaces of the same kind reduces to finding func- 

tions. W’ such that W(W, W’)=o. We proceed to the investigation of this question. 
In § 5 it was shown that W’ is expressible in the form 


W =a,w + a,w, + a w., 


where the functions w} are defined by equations ot the form (47). If a,, denotes the 
value of W for the functions w, and w,, then for W’ we have 


o(W') ea 2(4,,4, a, ae a. 41,4, ar a,,4, 4,) F O. 
W > 20: <= dou ne do; Wi) 


, are such that 


In like manner 


where the constants 4. , a 


012757022 4; 


(HW) = 2(a,, ay, a sla doi A; a, qe doi 4,4.) “e o. 


If the constants a,, a,, a,, are chosen so that 
a,,(4, do. =f a, a.) a a, (a, do; ate a, a,,) sta a,; (4, do; dh a, a.) 70) 


then for W and W' we have W = o. 

Applying these results to the previous considerations, we have 

THEOREM 10. — If X is a surface with a tractrix surface (88) or (89), there exist 
co” surfaces X' with tracirix surfaces of the type (92) or (68) which in the transforma- 
tions determined by the function W of £ go into surfaces of the same kind as ZX’. 

Conversely it follows from the above that if W’ is a function for which ® o, 
we can find o' functions W for which W(W, W')= o. Hence we have. 

THEOREM 11. — If X' is a surface with a tractrix of the type (92) or (68), there 
exist co' of the above transformations R of X' into surfaces of the same kind, and these 
can be found directly. 

11. Induced transformations of the surfaces V,.— Now we consider the transfor- 
mation of surfaces of Voss induced by the transformations R discussed in the prece- 
ding section. 
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In consequence of (12) the expressions (18) can be given the equivalent forms 


— Car 5 ERROR 
X = cos — (sino À, — coswX,) + sin X’, 


I 
Vv - ° a ! ! o , 
X, = sin — (sino X) — cos w X!) — cos — X. 
3 2 i A 2 


From these equations and (18) we find 


Hence for a surface X' with a tractrix of the type (92) the planes through the nor- 
mals to X' which make the angles x — 0/2 and + + 6/2 with the planes whose di- 


rection-cosines are X,, Y,, Z,, envelope two surfaces of Voss in the relation of a 
transformation Q. 

For the surfaces 2’ resulting from X' by the transformations R discussed in the 
preceding section the constant e is the same as for X’. Accordingly the planes trhough 
the normals to X' which make the angle x — ¢/2 with the planes whose direction- 
cosines are (X,),, (Y,),, (Z,), envelope a surface of Voss V,. The tangential coor- 
dinates of this surface are expressible in the form 


(X), = — [sin 0/2 (X,), + cos 5/2 (X,),] , 





GP), = — [sin 6/2(W;), + cos s/2(W,).], 
which in consequence of (82) and (83) are reducible to 
EN W 
(X), =A mit de 
(94) w 
(7), = W' — ll — T). 


Corresponding to the case of the transformation of = by reciprocal radii the ex- 
pressions for (X),, (Y),, (Z), are the same as (94) and 


(95) (W), =— = | 


This surface is a special surface of Voss V, and consequently we have thus establi- 
shed a new transformation of these surfaces. 

We consider also the transformations of surfaces of Voss induced by the above 
transformations R of special surfaces of GuicHArD. If X' is the transform of Y', it 
follows from the investigation that the principal planes of X' corresponding to those 
of X' envelope surfaces of Voss V,. 


Applying formulas (82) and (83) to the respective results (63), (66) and (71), 





ioe . 
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(72), we get the following expressions for the tangential coordinates of the transforms 


Dif: 














È W x, SERRE) Fan 
| CO Se mario ne i — D), 
(96) = 
X, =X— LEER HEN MIT dhs Q,— 1) 
(A); = MT a Le ATO: } 


where x, and x, are given by (66) and (72) respectively, and the functions %, are 
determined by quadratures of the form (78). Moreover, from (81) and (68) we get 


DI wi +) on 


When a surface & with either of the tractrix surfaces (89) is subjected to a 
transformation by reciprocal radii, the expressions for the direction-cosines are the same 
as above, but the W’s have the values 


È W W 
OH) ice Fak oe. CO aga ais? 


where now 
B 
a m: +7) 
Hence in this case corresponding tangent planes to the two transforms are equidistant 
from the origin. 
12. Special surfaces of GUICHARD, and congruences of GUICHARD. — From (66) we 
obtain by differentiation 


dx B 2 dx IA VISAE 
(97) = (+), nn 
Hence the first fundamental coefficients E and G of X are of the form 
au B = B\ oW 
(98) a (: +) NN (: +) vo 


The tangents to the curves u = const. on X form a congruence of GUICHARD 
by definition provided that the parametric curves on the second focal surface X, ot the 
congruence are lines of curvature. If x,, y,, x, denote the cartesian coordinates of this 
focal surface, their expressions are of the form 


(99) x =x —VEX, 
since by differentiation we find 
(100) a = en = = VE(— sino X, + cos w X,). 


From these expressions it follows at once that the parametric curves on this surface 

are orthogonal and consequently the lines form a congruence of GUICHARD. 
Hees (koa (4), 0... denote respectively the direction-cosines 

of the tangents to the curves v = const., v = const., and of the normals to X, we 
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have from (100) 
= XY CA) Side 
(X) = cosw X, Se sin w X,. 
Moreover, from these expressions and (99) we obtain 








ol RO MAMI OW 
GL Sih Oe Oui ty cot 20 5% . 
N De OI 

(W),=- >) HEM ra 


In consequence of (32) and (41) we see that these functions are in the relation 
(Wy + IR = 2. 
Since similar results follow when X is given by (72), we have 
THEOREM 12. — When for a congruence of GuicHarD one of the focal surfaces 
has a tractrix surface (68), the other has a tractrix surface (74); and vice-versa. 
From the preceding results it follows that for the case just considered the special 


surface of Voss associated with the new surface of GuicHarp has the tangential co- 
ordinates 


RS eae = W. 

13. Other transformations R of surfaces à. 

If 5, denotes the surfaces whose rectangular coordinates &,, n,, €,, are given by 
(59), it follows that the distance between corresponding points on S, and 3, whose 
coordinates are of the form (58), is Wsino.(A + B)/2 C. As this value is indepen- 
dent of 9, if we take two solutions of (10) for the same 6, we get two surfaces £ 
and X,, with similar tractrix surfaces (52), in the relation of a transformation R. 

Suppose now that we have a surface X of this type. As shown in § 11, we 
know how to draw planes through the normals to X to get a surface V,. Making 
use of this result and of equations (11) and (18) we find the corresponding functions 
o and 9. The constant o is determined by (56). Since equations (10) are reducible to 
the Rıccarı form, it follows that the further solution of these equations reduces to 
quadratures. Hence we have. 

THEOREM 13. — When a surface X with a tractrix of the form (52) is knoun, 
co" surfaces of the same type can be found by quadratures alone; each of these surfaces 
is in the relation of an transformation R with 3. 

These transformations differ from those treated in § 10. For in the present case 
the planes determined by the corresponding radii of the spheres of the transformation 
envelope the surface of Voss referred to above. That this is not true of the transfor- 
mations of § 10 is evident from (82). 


Princeton University, Novembre 6, 1916. 
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DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DU THÉORÈME 
FONDAMENTAL SUR LA DENSITE DES ENSEMBLES. 


par N. Lusin (Moscou) et W. Sierpinski (Léopol). 





Adunanza del 23 luglio 1916. 





Le but de cette Note est de donner une démonstration élémentaire (c’est-A-dire 
n'utilisant pas la notion d’intégrale) au théorème suivant, qui est dû 4 M. H. Le 
BESGUE : 

Tous les points d’un ensemble mesurable, sauf peut-être les points d'un sous-ensem- 
ble de mesure nulle, sont points de densité de cet ensemble. 

Désignons par E,, la portion de l’ensemble E contenue dans l'intervalle /= (a, b) 
(c'est à dire le produit EJ). On appelle un point x de l’ensemble E, point de densité 
de cet ensemble, si 

lim CASTA — I 
E=0 2,5 
[par m(P) nous désignos, comme d’usage, la mesure lebesgienne de l’ensemble eat 

Lemme. — E étant un ensemble mesurable, I, I,, ..., I, une suite finie des en- 
sembles dont chacun est un intervalle, H désignant l’ensemble-somme I LI +... if 
et p étant un nombre positif < 1, les inégalités 


Er) m(EI,) Z pm(1,) (REINE) 
entrainent l'inégalité 
1 Ho 
(2) MLE à 1 yoo ne ity: 
Demonstration. L’ensemble H = I, 4 1, + --- HT se compose évidemment 
d’un nombre fini des intervalles D, D,, ..., D, (p &n), sans point communs deux 


a deux. Il suffira évidemment de démontrer les inégalités 
OS 
EDIL par eT) (k= 1, 2,..., p) 
dont la somme donne l’inégalit (2). Démontrons par ex. l’inégalité 


G) : m(ED) £ LED) 


/ 
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te 








13 ve 2, «qui appartennenes 
l'intervalle D,. Désignons par a, l’extrémité gauche de l’intervalle D,: ce sera évidem- 
ment en même temps l’extremit& gauche de l’un au moins des intervalles J,, /,,...,/,,: 
s’il y en a plus, soit J, le plus long entre eux et soit b, son extrémitè droite. Si b, 
n’est pas l’extrémité droite de l’intervalle D,, b, appartient à l’un au moins des inter- 
valles J,, I,, ..., 1,,: sil y en a plus, soit I, =(a,, b,) celui d’entre eux, dont 
Pextrémité droite b, est au plus éloignée de à. 
pute A . ’ ’ Me o 
Nous aurons évidemment: a, <a, SZ b, < b,. Si b, n’est pas l’extrémité droite 


Soient Ti Ri ICCUR eS CH SCI Lec) Eee 


m 


de D,, b, appartient à l’un au moins des intervalles I,, I,, ..., 1,: soitZ,=(4,,5,) 
celui d’entre eux, pour lequel b, est au plus éloigné de b,. Nous aurons evidemment 
N EURE 


Je dis que b,<a,. En effet, s’il serait a, Zb,, il s’ensuirait, d’après <br 
que J, = (a,, b,) est un intervalle contenant b,, dont l'extrémité droite b, est plus 
éloignée de b, que celle de l’intervalle I,, contre la définition de ce dernier. Si b, n'est 
pas l’extrémité droite de D,, nous pourrons raisonner sur è, comme nous l’avons sur 
b, et ainsi de suite, jusqu’à ce que pour un indice s(m) le point b, coincidera avec 
l’extrémité droite de l’intervalle D. 

Nous aurons: 


A Oe DIN AO TER IE LA LO EEE 


et l'intervalle D, se décomposera en une somme des intervalles n’empiétants pas Tun 
sur l’autre: 


(4) (D, =(a,b)= (a, 4) + (a,b) + (0, a) +, dt 
+ (a, b_) + (,,, b) 


[les intervalles (a,, d,), (a,, b,), ..., (4, b._) pouvant se réduire aux points]. 
En désignant par E,, la portion de l’ensemble E contenue dans l’intervalle (a, 4), 


nous aurons évidemment d’après (4): 


ET, TER LEN. ci, Ar E, b 


PIN 
k AA An SANTE a LS, (k = 2303 storia ee 1) 


EL EN ER, 


î l 


Se ss 


ce qui donne: 


m(EI)4m(EI)+---+m(EI) 
— m(E, ,) +20(E,,) + m(E,,) +2#(E,,) + mB, 
(5) | Mn MCE...) + m (FE, a) 
= 2[m(E, a.) + m (E. 1.) + m CE, a.) + ee +m (Ep) | — 
LT CRE) di m(E, 4.) + m (E, a.) crea ar] 


s—1,"5 
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— 


Or, nous avons évidemment: 


m (E, a) + m (E. »,) A Ti Ce, +++ +m (E, 3) = M (E, 3) El) 
mi (E, ) + (E, ) + ME, + + mE, 5) 
EA (e); 


d’autre part, d’après (5), p étant < 1: 


m(EI)+4 m(EL,) + +++ + m(EI) Z em) + m(L) +. + m(1)] 
a) (e) ol a) re GE 6] 
e de ea) (aL 2,)}; 


nous trouvons donc, d’après (5): 


nl Ae (RE a) 
le Pe ac Me tre) A APN) 
= pb, — 4,) + (6, — 4,) = (9 + 1)m(D,), 
ce qui donne l’inégalité (3). Notre lemme est donc démontré. 
COROLLAIRE. —E etant un ensemble mesurable, I,, I,, Î,,... une suite infinie des 


ensembles dont chacun est un intervalle, H désignant Pensemble-somme I, 4-1, HT +. et 
e un nombre positif < 1, les inégalités 


(6) m(EI,) Z em(I,) (k= 1, 2, 3, +++) 
entraînent l'inégalité 
(7) Io 27 LT? CH) 


DÉMONSTRATION. — Posons H,=/+4+1+----+/,; EH, sera évidemment sous- 
euscipietde AH net EA sera RE -somme de tous fe kl 2, ur): 
nous aurons donc, d’après un théorème bien connu de la théorie de mesure: 


(8) (ACT eh lim m(EH,) 


Or, d’apres (6) et d’apres notre lemme, nous avons: 





m(EH,) £ —— ar m(H,), ee Br eh oe PO 
donc, H, étant sous-ensemble de H: 
VETTA : a ? m(H), ans N RN 


ce qui donne, d’après (8), l’inégalité (7). 

Notre corollaire est donc démontré. 

Soit maintenant E un ensemble mesurable donné. Il s’en suit sans peine de la 
definition du point de densité de l’ensemble E que si x n’est pas point de densité de 
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E, il existe un nombre naturel et une suite infinie de nombres positifs, tendant vers 
zero &,(ki== 1, 2, 3, ...), telle qne 
m (noia ) I 


Rete À 0 (ha Toy 35 408) 
©) eee 





\ 


Designons par P l’ensemble de tous les points de l’ensemble E qui ne sont pas 
points de densité de E et par P. l’ensembles de tous les points x de P pour lesquels 
il existe une suite infinie e, tendant vers o et satisfaisant À Pinégatité (9). Nous aurons 
evidemment 


(10) P=P,+P,+P-+... 


Soit maintenant # un indice donné, x un point de l’ensemble Py et, 0 == Caen 
un intervalle donné tel que 


(11) ec 
Je dis qu’il existe deux nombres rationnels a et 5 tels que 


m Er I 
(12) i i INS GLB as, 
b—a = 2 
En effet, e, étant une suite positive, tendant vers o, il existe, d’après (11), un 
indice k tel que 


(13) Ey ih A n 
Soient a et b des nombres rationnels, satisfaisants aux inégalités : 


Dili al FAN à Norme 


(14) U, <a OX EN x 


PE (Mr oe | 


2 
Snc i a ESS 
l’intervalle (a, 5) sera donc intérieur 4 l’intervalle (x — e, x + 2), ce qui entraine, 
d’après (9), l’inégalité: 

| ; 
(15) MB AREAS a, (1 mi +) | 


Or d’après (14): 


DH D 
Da DEEE rer 
> ER 
lonc, d’après (15): 
m(E, ,) I 
CRISI TALENT, 
Oe 2n 


Enfin, d’après (14) et (13) nous avons: 
x > a>x—e, >a et ae A N a oer eel à 
acacxr<cbe®, 


Les nombres rationnels a et b satisfont donc aux inégalités (12). 


donc: 











seat ESS 


ba ca aes ES 
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Démontrons maintenat que m(P,) = o(n = 1, 2, 3, ...). 

Soit # un indice donné: posons m,.(P,) = v.,. 

Il s'en suit de la définition de la mesure extérieure d’un ensemble qu’il existe pour 
tout e positif donné une suite infinie d’intervalles 


N 
(16) ORMONALI 
telle que tout point de l’ensemble P, est intérieur À l’un au moins d’eux et que 


(17) m(3,) + m3,) +0) + <p, te 


Soit x un point de l’ensemble P,: le point x est donc intérieur A l’un au moins 
des intervalles (16): soit 3, = (2, 6) le premier d’entre eux: nous aurons donc 
cs ae ea 0. 

Or, comme nous avons démontré, x appartenant à l’ensemble P, et satisfaisant À 
l'inégalité (11), il existe un intervalle J = (a, b) aux extrémités rationnelles, satisfai- 
sant aux inégalitts (12): nous aurons donc, d’après (12): 


m(EI) Z (: N +) m (1). 


L'ensemble de tous les intervalles J = (a, 5) qui correspondent ainsi aux points 
x de l’ensemble P, est dénombrable (puisque 4 et b sont des nombres rationnels): soit 


(18) BIER ire 
cet ensemble. Nous aurons donc 
Gan m(EL) Z (: a mh) WERE, 


Tout point x de l’ensemble P, sera donc intérieur A un (au moins) intervalle 7, , 
satisfaisant A l’inégalité (19). Désignons par H l’ensemble de tous les points qui ap- 
partiennent à l’un au moins des intervalles (18); d’après (19) et d’après le corollaire 
de notre lemme, nous aurons: 


(20) n EH) Z(t - Lr 


Or, tout intervalle J, est intérieur 4 l’un au moins des intervalles (16): nous 
avons donc, d’après (17): 
(21) m(H) <p, +e 


D'autre part, P, étant évidemment un sous-ensemble de EH, nous avons 


aeree (Lem (EA), 
donc, d’après (20) et (21): 
I 


(22) „<(1- Ze, +0. 
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Le nombre positif e étant arbitraire, l’inéoalitt (22) donne: 
P ) 


I 
Ve, DA (: perni a5) te 


cé qui (p, étant N 0) peut avoir lieu seulement si u, = o. Nous avons donc 
mM, (Ps) Reo ta ros 


ce qui démontre que l’ensemble P, est de mesure nulle. 


Nous avons donc m(P,)=o pour n = 1, 2, 3, ..., et la formule (10) donne 
m(P)—o. Le théorème est donc démontré. 


Juin 1916. 


ol 
N. Lusın, W. SIERPINSKI. 
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NOZIONE DI PARALLELISMO IN UNA VARIETA QUALUNQUE 
E CONSEGUENTE SPECIFICAZIONE GEOMETRICA 
DELLA CURVATURA RIEMANNIANA. 


Memoria di AE Levi-Civita (Padova). 





Adunanza del 24 dicembre 1916, 


INTRODUZIONE. 


La teoria della gravitazione di EINSTEIN (suffragata oramai dalla spiegazione della 
famosa disuguaglianza secolare, che l'osservazione rivela nel perielio di Mercurio, e non 
è prevista dalla legge di NEWTON) considera la struttura geometrica dello spazio am- 
biente come tenuissimamente, ma pur intimamente, dipendente dai fenomeni fisici che vi 
si svolgono; a differenza delle teorie classiche, che assumono tutte lo spazio fisico 
quale dato a priori. Lo svolgimento matematico della grandiosa concezione di EINSTEIN 
(che trova nel calcolo differenziale assoluto del Ricci il suo naturale strumento algo- 
ritmico) fa intervenire come elemento essenziale la curvatura di una certa varietà a 
quattro dimensioni e i relativi simboli di Riemann. L'incontro, anzi il maneggio conti- 
nuativo di tali simboli in questioni di così alto interesse generale mi ha condotto a 
ricercare se non sia possibile ridurre alquanto l'apparato formale che serve abitualmente 
ad introdurli e a stabilirne il comportamento covariante *). 

Un perfezionamento in proposito è effettivamente possibile, e costituisce in so- 
stanza i §§ 15 e 16 del presente scritto; il quale, sorto inizialmente con questo solo 
obbiettivo, venne via via ampliandosi per far debito posto anche all’interpretazione geo- 
metrica. 

In sulle prime avevo creduto di trovarla senz’altro nei lavori originali di Rır- 
MANN «Über die Hypothesen welche Geometrie zu Grunde liegen» e « Commentatio 
mathematica ...» 7); ma ce n’è appena un embrione. Da un lato infatti, ravvicinando 
le fonti citate, si ricava l'impressione che RIEMANN avesse proprio in mente quella ca- 
ratterizzazione della curvatura intrinseca e invariante, che sarà qui precisata ($$ 17-18). 


1) Cfr. per es. L. BIANCHI, Lezioni di geometria differenziale, Vol. I (Pisa, Spoerri, 1902), pp. 69-72. 
2) B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig, Teubner, 1876), pp. 261-263, 381-382, 
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D'altra parte però non c’è traccia, nè in RieMANN, nè nel commento esplicativo dovuto 
a WeBER °), di quelle specificazioni (nozione di direzioni parallele in una varietà qua- 
lunque e considerazione di un quadrangolo geodetico infinitesimo con due lati paralleli), 
che riconosceremo indispensabili dal punto di vista geometrico: Inoltre non si riesce — io 
almeno non sono riescito — a giustificare il passaggio formale con cui, secondo Riır- 
MANN, dalle premesse, che sono inappuntabili, si dovrebbe conseguire la altrettanto 
inappuntabile espressione finale della curvatura. 

Presenterò al lettore questo mio dubbio, fornendogli i necessari elementi di giu- 
dizio, in una nota critica finale. 

La prima e più estesa parte della memoria ($$ 1-14) è destinata a introdurre e 
ad illustrare la nozione di parallelismo in una V, a metrica qualsiasi. 

Si comincia dal campo infinitesimale, cercando di caratterizzare il parallelismo di 
due direzioni (x), (x') uscenti da due punti vicinissimi P e P’. AlPuopo si ricorda che 
qualunque varietà V, si può risguardare immersa in uno spazio euclideo Sy a un nu- 
mero abbastanza elevato N di dimensioni, e si rileva anzitutto che, immaginando spic- 
cata da P una generica direzione (f) di S,, il parallelismo ordinario in tale spazio ri- 


chiederebbe 





Lis oS 
angolo (f) (a) sae angolo (f) («'), 


per qualunque (f). Orbene, il parallelismo in V,, si definisce, limitandosi ad esigere 
che la condizione sia soddisfatta per tutte le (f) appartenenti a V, (ossia alla giacitura 
di Sy tangente in Pa 7). 

A giustificazione di questa definizione va notato che, mentre essa riproduce, come 
è necessario, il comportamento elementare per le V, euclidee, ha in ogni caso carat- 
tere intrinseco, perchè in definitiva risulta dipendente soltanto dalla metrica di PER 
non anche dall’ausiliario spazio ambiente Sy. Infatti la traduzione analitica della nostra 
definizione dieparallelismo si concreta come segue: Riferita la V, a coordinate generali 
X(t = 1, 2,..., n); siano dx, gli incrementi corrispondenti al passaggio da P a 
P'; & i parametri spettanti a una generica direzione (x) uscente da P; € + JE quelli 
spettanti ad una direzione infinitamente vicina (x'), spiccata da P'. La condizione di 
parallelismo è espressa dalle » equazioni 


jl 
1 





gli) a 
(4) HT 
jl 
1 





I 
DALLO G =e) t aye 


1 noti simboli di CHRISTOFFEL. 





designando 





Una volta acquisita la legge con cui si passa da un punto a un punto infinita- 
mente vicino, si è senz’altro in grado di eseguire il trasporto di direzioni parallele 
lungo una qualsiasi curva C. Se x,=x,(5) ne costituiscono le equazioni parametriche, 





3) loc. cit. 7), pp. 384-389. 








ee ee 
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il 
basta evidentemente risguardare, nelle (A), le x. e subordinatamente le eli 


\ 











come fun- 


(i 


zioni assegnate, le ¢‘” come funzioni da determinarsi del parametro s, e si ha il si- 


stema lineare ordinario 


deo x (ji dx. 


1Z(1) 


EN (dg 


riducibile ad una forma tipica (detta a determinante gobbo), che già si è presentata in 


et, CTP CA IE 


altre ricerche e fu oggetto di studio sistematico da parte dei sig." EresLanp 4), Laura 9), 
Darzoux °), VESsIOT 7). 
Ecco qualche conseguenza geometrica. 

° La direzione parallela in un punto generico P ad una direzione (x) uscente da 
un altro punto qualsiasi P, dipende in generale dal cammino secondo cui si passa da Fe 
a P. L’indipendenza dal cammino è proprietà esclusiva delle varietà euclidee. 

2° Lungo una medesima geodetica, le direzioni delle tangenti sono parallele, ciò che 
generalizza un’ovvia caratteristica della retta negli spazi euclidei (quella appunto che 
EUCLIDE pone in testa agli clementi come intuizione primordiale della recta). 

3° Il trasporto per parallelismo, lungo un cammino qualsiasi, di due direzioni con- 
correnti ne conserva l’angolo. Con ciò si vuol dire evidentemente che l’angolo formato 
da due generiche direzioni uscenti da un medesimo punto è anche l’angolo formato 
dalle loro parallele in un altro punto qualunque. Tenendo conto della rilevata pro- 
prietà delle geodetiche, si ricava il corollario che, lungo una geodetica, direzioni paral- 
lele sono sempre egualmente inclinate sulla geodetica stessa. Se si tratta in particolare 
di una V,, questa condizione è anche sufficiente; sicchè, per le ordinarie superficie, 
parallelismo lungo una geodetica equivale ad isogonalità. 

Non ho indicato con ordine il contenuto dei vari §§. Supplirà agevolmente uno 
sguardo al sommario riportato alla fine del lavoro. 


SET 
Preliminari. 
Sia (coi soliti simboli) 
ds? = Di ASTI Le oes Seok 


1 ik 





a 


4) J. ErestanD, On the Integration of a System of Differential Equations in Kinematics [American 
Journal of Mathematics, vol. XXVIII (1906), pp. 17-42]. 

5) E. Laura, Sulla integrazione di un sistema di quattro equazioni differenziali lineari a determinante 
gobbo per mezzo di due equazioni di Rıccarı [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLII 
(1906-1907), pp. 1089-1108; vol. XLIII (1907-1908), pp. 358-378]. 

6) G. DarBoux, Sur certains systèmes d’équations linéaires [Comptes rendus hebdomadaires des 
séances de l'Académie des Sciences, t. CXLVIII (1°" semestre 1909), pp. 16-22], e Sur les systimes d’e- 
quations différentielles homogènes (Ibid. pp. 673-679 e pp. 745-754). 

7) E. VessioT, Sur l'intégration des systèmes linéaires à déterminant gauche [Comptes rendus heb- 
domadaires des séances de l’Académie des Sciences, t. CXLVIII (1° semestre 1909), pp. 332-335]. 
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l’espressione del quadrato dell’elemento lineare di una varietà qualsiasi V,,. 
Come è ben noto, si può sempre risguardare la V, immersa in uno spazio eu- 
PE 
2 AMIR 
Indichino y, (v = 1, 2, ..., N) coordinate cartesiane di un tale spazio. In seno ad 


clideo S,, a un numero di dimensioni N abbastanza grande (non superiore a 


esso, gioverà considerare la W, definita mediante le espressioni parametriche 
(1) Ve See (ves ip N) 


delle coordinate cartesiane in termini delle intrinseche, risultando in conformità 


( 


to 


N n 
ZI a 3 2 
) By == BRUCH Se Ber Na haar 
1 I 
Assumiamo in W, una curva C a piacimento, e siano 


(3) | ae) da 


le sue equazioni parametriche, s designando l’arco (contato a partire da un’origine ar- 
bitraria). La C appartiene naturalmente anche allo spazio ambiente S,, e come tale 
rimane definita dalle espressioni parametriche y,(s) delle coordinate cartesiane dei suoi 
punti. Queste espressioni parametriche sono senz’altro offerte dalle (1), in cui si attri- 
buiscano alle x, i valori (3). Derivandole rapporto ad s, e indicando con apici le deri- 
vate rapporto a questo argomento, si ha 





(4) ii. xi (Va IAA] 


Riferiamoci ad un valore generico, ma ben determinato, di s, cioè ad un qualsiasi 
punto P della curva C. Le y, costituiscono manifestamente i coseni direttori di C in 
P rispetto agli assi coordinati dello spazio euclideo Sy; le x! sono i parametri di direzione 
(della stessa C e nello stesso punto P) rispetto a VW. 

Ricordiamo ancora *) che, se si pone 


(5) yo = 4 


con Cc ass ONE DIECI rimane definita la curvatura ¢ di (% in R Cc escluso il Caso 
y dv 1 b) 
l 


limite c = o), pel tramite dei coseni g,, una direzione (g), detta normale principale as- 
soluta nel punto P. Proiettandola (ortogonalmente) sull’iperpiano tangente a 7, in P, 
si individua una direzione (q*), pure normale alla curva, detta normale principale relativa. 

Designeremo con gi i coseni direttori di (g*); con ® l'angolo compreso fra (g) 
e (g*); e infine con 2, i coseni direttori di una generica (x) uscente da P e appar- 





8) L. BrancHI, loc. cit. 1), pp. 365-367. 
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tenente a V, (cioè al suo iperpiano tangente). Sarà manifestamente 


N N 
Nils * 
DI %, 9, = cos P DE SOL PE 
1 


quindi, moltiplicando per c e badando alle (5), 


N 


N 
" salti * 
NASE ccos® > a, 4). 
I 
Va rilevato che il secondo membro ha carattere intrinseco rispetto alla varietà V,, si 


può cioè interpretare indipendentemente dallo spazio euclideo ambiente. Infatti 


c cos D mn 


N 
non è altro che la curvatura geodetica di C, e > ‚x,g* il coseno dell’angolo y fra (x) 


e la normale principale relativa (g*), direzioni appartenenti entrambe a V,. Sussiste 
dunque (in dipendenza dall’assunta curva C), per qualsiasi direzione (x) di W,, la re- 


lazione 
4 


(6) | Da 2,9, = Y COS XK: 


Spee 
Direzioni parallele in 7, lungo una curva prefissata. 


Supponiamo che ad ogni punto P di C corrisponda una direzione (x) apparte- 
nente a V,. Saranno con ciò a risguardarsi funzioni di s i parametri di direzione &"” 





pes n) Che definiscono la (x) ‘entro M, nonchè i coseni direttori’'«, 
(v= 1, 2, ..., N) che la individuano nello spazio ambiente; e si avrà [come già per 
la direzione di C, a norma delle (4)] 
n O * x 
ARE Ne ven. 
(7) y | on 7 


Immaginiamo di far variare P lungo C. La condizione di parallelismo ordinario delle 
(x) (rispetto allo spazio ambiente S,,) implica eguaglianza degli angoli che esse formano 
con una medesima direzione, scelta a piacere. 
Per arrivare ad una nozione di parallelismo attinente unicamente a V,, conside- 
riamo il fenomeno elementare, cioè il passaggio da P ad un punto infinitamente vicino. 
Sia (f) una generica direzione fissa di S,, f, i relativi coseni direttori. Quando 
s si incrementa di ds, il coseno dell’angolo fra (x) ed (f), 


N 
Dax As] y 
I 


subisce l’incremento 
AA 
, 
ds > My eee 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 26 marzo 1919 23 
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L’ordinario parallelismo richiederebbe l’annullarsi di tale incremento per tutte le dire- 
zioni (f), e porterebbe quindi alla costanza delle «,. 
Accontentiamoci di esigere che l'angolo fra (x) ed una (f) si mantenga invariato 


N 
per le direzioni (f) appartenenti a V,, ossia che Vincremento ds > \e,f, si annulli 
I 


[non per tutte le (f), ma soltanto] per queste direzioni tangenziali. 

Ove si osservi che tali direzioni sono tutte e sole quelle conciliabili coi vincoli (1), 
appare manifesto (sostituendo alle f, delle quantità proporzionali) che la condizione 
enunciata equivale alla seguente: 


©) Ÿ 2133, — 0 


per tutti gli spostamenti dy, conciliabili coi vincoli (1). 
= Avendosi, in base alle (1) stesse, 





colle dx, completamente arbitrarie, la (1) si scinde nelle # equazioni 





N d), 
(8) 2% MS = O (hae 


che costituiscono una traduzione formale del parallelismo delle (x) lungo la C. 


§ 3. 


Forma intrinseca delle condizioni di parallelismo. 


Nelle (8) figurano le «, e le y,, che hanno relazione collo spazio ambiente. Si 
può liberarsene, facendo in definitiva intervenire solo elementi spettanti alla metrica 
della V,. | 
AlPuopo si comincia col sostituire ai coseni direttori x, le loro espressioni (7) in 
funzione dei parametri di direzione &”. Si ha, derivando rapporto all’arco s di C, 


OM ds x dy (1) 
= ‘ar ae capii pars ae. 





D'altra parte, in virtù della (2), 


N 
GAI (k,1=1, 


La gati 
FON, 006, di 
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da cui segue, per i simboli di CHRISTOFFEL di prima specie, 
_ I f 04, 04; 2) 
wot(% ER RT | 
LEI ps (22: + 9 (52 Si (S252) 
210%, \Oxy dx;/ i .02%,\0 x, dx, Ox, \0x.dx, 
N. 


EIERN | 
— Me SX pegs ll 
on (i, 1 k=1,2,...,) 























Con cid le (8) divengono 
ul EU n 
21% = GO gr tA oil WEAR PES TEN 


ij! 


Da queste, moltiplicando per a“ 9), sommando rispetto ak (da 1 ad 1), e ricordando 


le definizioni 


n 
k) : È 
ie (= 2: diga 87 I, Vr = I, 2, ...) n) 


dei simboli di CHRISTOFFEL di 2* specie, si traggono le equazioni equivalenti 


de AUSH 
(Z,) CRI ar DI 


che definiscono il modo di variare dei parametri & lungo C, in base alla condizione 
che le direzioni da essi parametri individuate si mantengano parallele. 
Dacchè C si considera preventivamente assegnata (e con essa le espressioni delle 


eh d=1,2..,n 














n 
x e delle x’ in funzione dis), i coefficienti > x! d’ogni &” nelle (Z,) vanno ri- 
Mid 


sguardati come funzioni conosciute della variabile indipendente s. Le (J,) stesse si pre- 
sentano in conformità come # equazioni differenziali ordinarie nelle altrettante quantita 
4. Ne consegue, in base ai noti teoremi di esistenza, che, spiccata a piacimento una 
direzione da un punto qualsiasi P, di C, rimangono determinate le direzioni parallele 
per ogni altro punto P della curva. 


§ 4. 


Confronto col comportamento euclideo. 
Sua proprietà caratteristica nei riguardi del parallelismo. 


Per quanto s’é visto or ora, lungo la curva C, seguita a sussistere la proprietà 
elementare che da un punto P esce una sola direzione parallela ad altra assegnata per 





9) Con al si designano al solito i coefficienti della forma reciproca alla forma fondamentale 


n_ 
a » 
Dire > Find x; dx, . 


1 
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P,. Va rilevato tuttavia che, mentre negli spazi euclidei la parallela per P è unica in 
senso assoluto, nella nostra V, a metrica qualsiasi essa viene in generale a dipendere 
da C, ossia dal cammino lungo cui si passa da P_ a P. 

) g P 3 

Si può anzi aggiungere che, se (per un punto qualsiasi P di un certo campo) la 

P gglung : P P q P 

parallela (ad una qualsiasi direzione spiccata da altro punto P, del campo) è indipen- 
dente dal cammino, lo spazio V, è (in quel campo) necessariamente euclideo. 

Si osservi infatti che, dalle (Z,), moltiplicando per ds e ponendo per brevità 


i “(7 ] 
xe Jil DN ta 


- 1 
risulta 


POLMONI ran. 
(9) di = — > x RS 


La voluta indipendenza dal cammino richiede che le dé, e con esse i secondi 
membri delle (9), siano differenziali esatti, cid che, designando con è x; un secondo si- 
stema di incrementi delle x,, indipendenti dai dx; e tali che dix. = ddx,, si traduce 
nelle # identità 


n n 
HO RUE CIS QE 
DE au HD AAS Sx, (=, Wen 


Esplicitando e notando che l’eguaglianza deve sussistere qualunque sieno i due si- 
stemi di incrementi dx,, Sx, nonchè i valori (iniziali, e quindi anche generici) delle 
EP, si è condotti automaticamente ad esprimere che si annullano tutti i simboli di Rre- 
MANN ‘°), ossia che si tratta di una varietà euclidea, CSDIDI 


§ 5. 


Altra forma delle equazioni (/,) — Dipendenza da una sola funzione. 


Nelle (Z,) figurano come elementi determinativi delle direzioni parallele (x) i pa- 


e . e . (7 dx. . . 
rametri di direzione &!{ — —i, rappresentando ds la lunghezza di un elemento spic- 
Al Ning ey 8 P 


cato nella direzione (x), e dx, il corrispondente incremento della coordinata x) . Questi 


6” costituiscono un sistema contravariante **) (rispetto a qualsivoglia trasformazione 


*°) Dal punto di vista metodologico, ove si ritenga effettivamente preferibile all’ordinaria tratta- 
zione dei simboli e della curvatura di RIEMANN quella che sarà esposta nei SS 15-19, il teorema del 
testo dovrebbe figurare dopo quei paragrafi. Lo ho antecipato per comodo del lettore cui sono fami- 
gliari i simboli di RIEMANN. 

**) Cfr. (in questo punto soltanto per le locuzioni) G. Ricci et T. Levi-Civita, Méthodes de calcul 
différentiel absolu et leurs applications [Mathematische Annalen, Bd. LIV (1900), pp. 125-201]. 
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delle coordinate generali x,). Giova talora mettere in N invece fe sistema con- 
travariante È‘, il sistema covariante reciproco 


(10) Di di SR 
cioè i cosidetti momenti. 
Per trasformare in conformità le (J,), deriviamo materialmente le posizioni (10), 








x (1) 
introducendovi per le + le espressioni fornite dalle (Z,). Si ricava (dopo aver scam- 
biato nell’ultimo termine l’indice di sommatoria k in /) 

i shin j! AU d a 21) 

5 = pen tats eroi 

Siccome 
n ( 1 
2 a), RIRE 
e 
da, #oa;; 
A =D Gps ax 
così resta 





(11) RT => 4 ij,l 


Anche nel secondo membro si devon far apparire, non le €, ma i momenti: 
cosa ben facile a norma delle (10), che risolute danno 


n 


Ta a 


Con cid, attese le espressioni dei simboli di CHRISTOFFEL di 2° specie già richiamate 
nel precedente $, risulta 


n n 


Dan NIE 


1 jk 


t) 
la 
e si hanno quindi (riponendo } per k come indice della sommatoria) le equazioni tra- 
sformate 


Me 


Xi SK) 











FES heel NS) 
(4,) say Di 

Si osserverà che questo sistema (/,) è l’aggiunto del precedente (J,). Infatti il co- 
efficiente di &, nella #°*** equazione (/,) è eguale ed opposto al coefficiente di £ nella 
Je" equazione (I). 





Aa (EST III 


Alle equazioni in questione si può anche attribuire un terzo aspetto che ricorda, 
pur essendo in verità meno espressivo, la classica forma lagrangiana delle equazioni 
della dinamica. 

L’analogia risiede in ciò che si fa capo ad una sola funzione di 3 argomenti 


x (1) 


, 
Ny X;5 SG 


n . 
(12) | B= DI Bas, 
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bilineare nelle ©” (che fungono da incognite) e nelle x! (che sono, al pari delle x,, 
funzioni assegnate di s). 


Si ha dalle (10) 
0 B 


RO 


SV 


e si constata immediatamente (con ovvi scambi di indici) che, per essere 


1 (94, Oa 9a, 
CON (52 + 32" - =). 


i secondi membri delle (11) possono essere scritti 


1 dB e 5 (OB. _ By 
ia 


Con ciò, dalle (11) stesse, che sono sostanzialmente equivalenti tanto alle (Z) 





quanto alle (/,), si ha l’annunciata forma involgente la sola B: 


d OB I OB o B + di 
(7) ds dx. 2 Ox, ie DIE oS DE) N 


S 6. 


Integrale quadratico — Conservazione degli angoli. 
Composizione di soluzioni ortogonali. 


Le equazioni lineari (J,) ammettono l’integrale quadratico 


n 
€ (4) ¢ 
i ak DEV — cost. 
toed 


Lo si riconosce nel modo più spiccio notando che, in virtù delle (10), il primo 
membro si scrive 


rer 
DRE 
1 


ed ha quindi per derivata 





che si annulla identicamente in forza della (/,) e delle equivalenti (J,). 
n . 
Del resto, anche senza verifica diretta, si può affermare la costanza di > €G,, 
mei; 
in base ad una nota proprietà dei sistemi aggiunti, dacchè (§ precedente) El? e È. sono 


soluzioni di due sistemi siffatti. 
Ovvio corollario dell’esistenza dell’integrale quadratico è che, se i valori iniziali 
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delle & sono effettivamente parametri di direzione, e, come tali, rendono 


n . “ 
(13) Da — I, 
x I 


la stessa relazione rimane soddisfatta per qualunque s, cioè le soluzioni &‘ conservano 
lungo C il carattere di parametri di direzione: circostanza implicita nella impostazione 
del problema, ma non a priori evidente nella sua formulazione analitica a mezzo delle 
(1) 

Altro corollario degno di nota è la conservazione, lungo C, dell’angolo = di due 
direzioni che si trasportano per parallelismo. Sieno infatti €, n° i parametri di queste 
due direzioni, &,, n, i rispettivi momenti. Si ha 


n 


n : 3 ie #1 à 
use AA ZAN O Et 
cos > pa fo > En, = Dh 
e 


alee : pete ae cent dfs 

Riferiamoci per es. all’ultima espressione, e deriviamo sostituendo a nat valori forniti 
dint’ 

dalle (J,), a En quelli forniti dalle (7,) (previo mutamento di & in n). Il risultato è 





anche qui identicamente nullo, Cr DED: 

Dalla linearità delle equazioni di parallelismo — riferiamoci per es. alle (J,) — 
segue che, se 4, n° sono soluzioni, lo è del pari una qualsiasi combinazione lineare 
a coefficienti costanti. Suppongasi in particolare che El, n°’ sieno parametri di due di- 
rezioni (oltrechè parallele) ortogonali fra loro, e si assuma 


cos sel) sin ay? 


con 3 costante. Si ha ovviamente 


sicchè le €" costituiscono i parametri di una direzione che, mentre ottempera lungo C 
alla condizione di parallelismo, appartiene alla giacitura individuata dalle prime due, 


_ 
iv 


formando con esse in ogni punto sempre gli stessi angoli se -— — x. 
le) oO 2 


L’osservazione si estende agevolmente a quante si vogliono soluzioni mutuamente 
ortogonali, e dà luogo al seguente enunciato espressivo: Ogni direzione che, spostandosi 
lungo C, si mantiene rigidamente collegata con direzioni parallele soddisfa essa stessa alla 
condizione di parallelismo. 


97: 


Geodetiche — Loro proprieta caratteristica nei riguardi della direzione. 


Le equazioni delle geodetiche di Y, sono notoriamente 


UN A (i= 1,2, ..., 1). 


recat dy 
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Da esse segue che, se C è geodetica, le (/,) ammettono la soluzione El? = x’, e 
reciprocamente. Si ha pertanto: La direzione di una geodetica in un suo punto qualsiasi 
è sempre parallela alla direzione iniziale; reciprocamente ogni curva che gode di questa 
proprietà è geodetica. | 

Risulta così estesa alle geodetiche di una varietà qualunque una discriminante delle 
rette negli spazi euclidei. E in pari tempo rimane acquisito che sono necessariamente 
concomitanti la conservazione della direzione e (l’altra discriminante delle geodetiche, 
cioè) la proprietà integrale di minimizzare la distanza. , 


é 


Ç 8. 


Inclinazione sulla curva di trasporto. 


Giova rilevare una espressiva combinazione lineare delle (/,). Per evitare gli svi- 
luppi materiali, risaliremo alla formula (J), che è la genesi delle equazioni differenziali 
e sostanzialmente equivale ad esse. Detta formula deve sussistere per ogni spostamento 
dy,, € quindi per ogni direzione, appartenente a Y,. Consideriamo in particolare la 
direzione tangente a C, ponendo nella (I) y! al posto di $y,. Risulta 


» 
N 


ey VARs 
DIN) mre 
I 


che si puo scrivere 
hes N 
ie x he. N 2 1! 
ds dm yy 2 mv Sy Ny È 


Chiamando  l’angolo che la direzione («) (del cui parallelismo si tratta) fa con 
C e badando alla (6), si ha la relazione che volevamo stabilire 


(14) Di cos = y cos y. 

Ricordiamo ($ 1) che y rappresenta la curvatura geodetica di C, e y l’angolo compreso 
fra (x) e la normale principale di C (relativa a V,). La (14) fornisce quindi la legge 
con cui varia, lungo la curva di trasporto C, l’inclinazione ) (sulla stessa C) di un 
fascio di direzioni parallele. 

Se C è geodetica, y = 0, e quindi cosù = cost., ossia: direzioni parallele lungo 
una geodetica formano sempre il medesino angolo colla geodetica stessa. Questo è del resto 
un caso particolare della conservazione degli angoli rilevata a § 6: basta tener presente 
($ precedente) che le direzioni di, una geodetica sono tutte parallele tra loro. 

Se C è qualunque, ma si tratta di uno spazio euclideo, la (14) si identifica col 
primo gruppo delle formule di FRENET. 


§ 9. 


Caso delle ordinarie superficie. 


Per n = 2, le varie direzioni uscenti da un medesimo punto di C rimangono univo- 
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camente determinate dall’angolo 4, purchè vi si associ un dato qualitativo: il verso in 
cui, a partire dalla direzione positiva di C, deve contarsi ¥. Ne consegue che (con 
opportuna specificazione qualitativa) basta la (14) a definire univocamente le direzioni 
parallele lungo una generica curva della superficie. Si può specificare come segue: Detta 
(g*) la normale principale relativa (proiezione sul piano tangente alla superficie della 
normale principale di C), immaginiamo di contare Y verso (g*) [si intende, a partire 
dalla direzione positiva di C, attraverso l’angolo retto, che questa forma con (q*)]. 
L’angolo U, inteso a questo modo, può non essere il minimo angolo fra C ed (x), 
cui si riferisce la (14) (ma quello concavo che completa il giro); comunque il suo 
coseno coincide in ogni caso col cos della (14), avendosi ulteriormente (per l’attuale d) 
sin) — cos x. 
La (14) assume cosi la forma semplificata 


(15) | a =, 


Già ci siamo occupati nel precedente § del caso y = 0 per n qualunque. Per le super- 
ficie, si può aggiungere che l’ordinaria nozione di parallelismo geodetico rientra nella 
nostra nozione generale di parallelismo. Infatti, curve geodeticamente parallele hanno 
per traiettorie ortogonali curve geodetiche; esse possono quindi dirsi parallele) nel 
senso da noi attribuito a tale qualifica) rispetto a ognuna di queste geodetiche, essendo, 
3.7 

20 





T 
per entrambe le curve, ) = —, ovvero Ÿ = 
3 


Lasciamo il caso di C geodetica e prendiamo un esempio particolare. Supponiamo 
che si tratti di una superficie sferica, e che C ne sia un parallelo. La direzione (q*) 


in un punto generico è quella del meridiano, verso il polo di C. Se X è la latitudine 
(relativa all’emisfero che contiene il polo di C) e R il raggio della sfera, 


1 
TT Ros { 


D’altra parte, ove si immagini di percorrere il parallelo nel senso in cui cresce la lon- 
gitudine 9, | 

ds = RcosiAdp, 
talche la (15) si riduce a 


L’angolo varia dunque uniformemente colla longitudine, e decresce di 2 x in un giro 
completo. La direzione parallela ad una iniziale prefissata risulta così funzione uniforme 
dei punti di un parallelo. 

Una tale uniformità non sussiste tuttavia necessariamente per altre curve chiuse: 
ad es., percorrendo il perimetro di un triangolo geodetico, ) subisce l’incremento 
27 — e (e eccesso sferico). Lo si riconosce immediatamente pensando che Ÿ resta co- 


Rend, Circ. Matem Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 27 marzo 1919. 24 


186 TOLLE VI. CIVITA. 





stante lungo i lati e subisce nei vertici incrementi bruschi rappresentati dai supplementi 
degli angoli. 


§ Io. 


Spazi a curvatura costante — Osservazione sul parallelismo di CLirrorp. 


Vogliamo mostrare che, per gli spazi a curvatura costante '?) (di quante si vo- 
gliono dimensioni) le equazioni di parallelismo lungo una geodetica si integrano a vista, 
proprio come nel caso esaminato or ora di varietà qualunque, ma a due sole dimensioni. 

Riferiamoci, per fissare le idee, ad una 7 di curvatura costante — I, ciò che è 
lecito senza pregiudizio della generalità, ogniqualvolta (come nella questione analitica 
di cui intendiamo occuparci) non è necessario distinguere il reale dall’immaginario. La 
nostra W, si può in conformità risguardare come una ipersfera di uno spazio euclideo 
a n — 1 dimensioni, rappresentato in coordinate cartesiane dalla equazione 


+ 


NALI 


(16) 


M 


DENTI 
voy — I. 


Nel caso presente è forse vantaggioso non ricorrere a coordinate intrinseche della 
7, immaginandone sia i punti che le direzioni definiti per mezzo dei loro elementi 
determinativi nello spazio euclideo ambiente: i punti per mezzo delle loro coordinate 
cartesiane y, vincolate dalla (16); le direzioni («), per mezzo dei loro coseni direttori 
«,, legati, oltre che da 


NATI 


(17) Dia cont, 


I 


anche dalla condizione 


ni 
(18) 2% 9, = 0 
di appartenenza a V, (cioè all’iperpiano tangente). 

Data in W, una linea geodetica C, esaminiamo come devono variare le «,(s) lungo 
C perchè ne rimangano individuate direzioni parallele (in W,). Riprendiamo perciò la 
(I) del § 2 e notiamo che i vincoli (1) sono ora rappresentati dalla sola equazione 
(16). Il classico procedimento di LAGRANGE consente senz'altro di sostituire alla (I) le 
equazioni esplicite 


(19) “MUTI (ee ee 


in cui g designa un moltiplicatore a priori indeterminato. 
Se ne deve far sistema colla (18), risultandone così definite tanto le « quanto la 


12) Anche a questo proposito si tenderà ripetuta l’avvertenza della nota 1°). 
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u. La (17) è poi effettivamente compatibile colle (18), (19), poichè da queste segue 
d n-+-1 n+I n+! 


Fie lg TA 22,2, pe 2p D ,2,9, ri Le 


1 


Ciò posto, teniamo presente che, v essendo l’angolo fra («) e C, 


n+1 


| bia! ’ 
COS y ean DEE 


1 


e che ($ 8) quest’angolo si conserva costante (al variare di s) in virtù dell’ipotesi che 


C sia geodetica. 
Ora la (18), derivando e badando alle (19) e (16), dà 


u+ cosù = 0, 


sicchè le (19) assumono la forma 


ARES ' 
An COS DEV 


e la determinazione dei coseni «, appare ridotta a quadrature. In realtà non ce n'è 
neppur bisogno. Basta osservare in primo luogo che, per cosù = 0, cioè per le dire- 
zioni ortogonali a C, risulta a, = o, sicchè il parallelismo in V, è caratterizzato dalla 
costanza delle a, e coincide quindi col parallelismo ordinario nello spazio ambiente. Quanto 
alle direzioni non ortogonali a C, si può ricorrere all’enunciato finale del § 6 desu- 
mendone che la condizione di parallelismo (entro V,) consiste nel formare gli stessi angoli 
sia con C che con n — 1 direzioni fisse (indipendenti) ortogonali a C, nonchè, ben si 
intende, tangenti all’ipersfera (16). 

Consideriamo in particolare una V,. Il comportamento or ora rilevato di direzioni 
parallele, uscenti ortogonalmente dai punti di una stessa geodetica C, rende manifesto 
che non c'è rapporto col cosidetto parallelismo di CLirForp. Infatti, se si considerano 
co' geodetiche, parallele secondo CLIFFORD, spiccate dai punti di una geodetica C, queste 
risultano bensi normali alla C, ma le loro tangenti non sono parallele nello spazio am- 
biente 7°). 


GUT 


Riduzione delle equazioni di parallelismo al tipo emisimmetrico. 


Il sistema differenziale (7,) ammette ($ 6) un integrale quadratico. Ciò consente 


13) Per giustificare questa affermazione, si può ragionare come segue. 
Si ricorda anzitutto [L. BrancHI, loc. cit. T), pag. 446] che le geodetiche costituenti una con- 
gruenza di CLIFFORD sono rappresentate parametricamente da formule del tipo 


4 
(1) Vy =a, coss + sin 5D Cup (NETTE 
I 


dove il parametro s si identifica coll’arco, i coefficienti costanti Cyo» caratteristici della congruenza, sod- 
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di affermare “*) che è possibile, con una conveniente trasformazione lineare delle inco- 
gnite, ridurre il sistema stesso alla forma emisimmetrica 


dz n 
(II) Fi = Daft (bh = ir, 2 eee 
caratterizzata dalle relazioni 
(20) le (h, ki 1ya 


fra i coefficienti (i quali del resto si suppongono funzioni qualunque di s). AlPuopo 
basta che la trasformazione lineare fra le &° e le x, attribuisca all’integrale quadratico 
la forma canonica 


n_ 
De Ri, eee LT AP 
E 


Per raggiungere concretamente l’intento, illustrando nel tempo stesso la trasformazione 
sotto l'aspetto geometrico, conviene procedere come segue. 

Da ogni punto P della C, immaginiamo spiccate (con criterio arbitrario) #1 — I 
direzioni che, assieme a quella di C, costituiscano un’ennupla ortogonale Q. Facendo 
corrispondere queste direzioni ai numeri I, 2, ..., # —1, indichiamo, per l’h°"", con 
%, (i=1,2,..., n) i parametri, cioè il sistema coordinato contravariante, e con A,,, 





disfanno alla duplice condizione di emisimmetria (Cy, + Coy == 0) e di ortogonalità; le a, (valori ini- 
ziali delle y,) sono legate dalla (16), variando del resto (in tutti i modi possibili) dall’una all’altra delle 
varie geodetiche della congruenza. 
Moltiplichiamo le (1) per Cu, € sommiamo rispetto all’indice v da 1 a 4. Attese le identità 
4 
ARTE SO Er Dr N loose Ep (Us p=1, 2, 3,4; Eng 0 per up ed = 1 per + =) 


ri 
4 4 


si ha subito (cambiando a calcolo eseguito u. in v e vin 0) 


+ 4 
(2) D0 ta, 2_p°v0% — ay sins (VS Ze 
4 1 
I coseni direttori di una qualunque delle curve (1) (in un suo punto generico) sono evidentemente 
rappresentati dalle derivate delle y, rapporto all’arco: 
2 
NS 
yy = — 4 Sins + cos Ia) 5 
i 4 


le quali, in virtü delle (2), possono esprimersi in funzione delle coordinate y, (del punto da cui si im 
magina spiccata la geodetica della congruenza) sotto la forma 


a 
Vy Fr Duo) (v al 4). 
i 


Siccome il determinante delle Cy, non si annulla (il suo valore assoluto è 1), così a due punti 
diversi non possono mai corrispondere gli stessi coseni. È dunque escluso che vi sia una C, da tutti i 
punti della quale escano geodetiche di una congruenza di CLIFFORD sotto eguale direzione.  C.D.D. 

14) Cfr. per es. DARBOUX, loc. cit. 5), | 


Ton m ie e  — 
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i momenti (sistema coordinato covariante). Per uniformità di notazione, attribuiremo 
l’indice n alla direzione di C che completa l’ennupla, e porremo in conformità 


n 
me‘ (i) @ SUE «ROM 
(21) x, = x ; Dj Mi %; me ali BE RO 10), 
i 
Varranno perciò le relazioni caratteristiche delle ennuple ortogonali 
n 
(i 
(22) DEA = (UE Zee CP AE) 
4 


col solito significato delle e,, (o per b Ak, 1 per h=k). 

La Q, e per essa le varie %, vanno naturalmente considerate (al pari delle x,, x‘) 
funzioni note di s. 

Ciò premesso, ecco come si esplicita la voluta trasformazione lineare. Si assumono 
come elementi determinativi delle direzioni parallele, al posto dei parametri &' (o degli 
elementi reciproci &,) i coseni x, degli angoli che vengono a formarsi in ogni punto 
colle direzioni dell’ennupla. L'identità geometrica 


n A 
Du 1 
i 
assicura senz’altro che si arriverà ad un sistema trasformato emisimmetrico. Sviluppiamo 
anche il calcolo onde procurarci l’espressione esplicita dei coefficienti p,,. 
Le nuove incognite z, sono, per loro definizione, legate alle &”, o rispettivamente 
alle &,, dalle equazioni 


(23,) x 


È 
I 


N 
AREAS) 
DICE Aid 
1 . 
an L (i) 
= (i 
De À, RSI 
1 


(23,) Ah ge 


In base alle (22), queste possono essere risolute sotto le forme rispettive 
(i è (i 
(24,) A BR k À 


(24:) ci i Dire Ay; (ENTI TIA), 


Deriviamo le (23,) rapporto ad s, badando alle (/,) [in cui, a norma delle (21), 
si scriva X per x:], e sostituendo nei secondi membri (a derivazione’ eseguita), in 
luogo delle & (o E), i valori (24,). Ove per brevità si ponga 
dj; li SF aa 
cri >, (Ming Ay; (DAR Zar 


4 





(25,) Di Di, 


si è evidentemente condotti alle (IT). Però i valori (25,) dei coefficienti non mettono 
in diretta evidenza il carattere emisimmetrico di cui, per le precedenti osservazioni, de- 
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vono essere necessariamente dotati. Si potrebbe farlo scaturire con trasformazioni ma- 
teriali, tenendo conto delle (22) e della struttura dei simboli di Curisrorrer. Ma la 
verificazione si fa più comodamente, notando che le stesse equazioni differenziali nelle 
%,, cul siamo testè pervenuti, si devono pur ricavare operando collo stesso criterio, an- 
zichè sulle (23,), (24,), (J,), sulle equivalenti (23,), (24), (4). Il calcolo fatto a questo 
modo porge per i coefficienti p,, le nuove espressioni 


a dnl STAVO 
(251) Pa = Pa wit a he, UNE (hb, k=1, 2, ..., n). 


Dal confronto delle (25,) colle (25,) scende l’annunciata riprova formale. 

Infatti, sommando l’espressione di p,, data dalle (25,) con quella di p,, data dalle 
(25,), i due Du si elidono identicamente (come si constata, scambiando in uno di 
essi gli indici i ed /), e rimane 


TA EA 
Pir n E Pus nr Ar Ar SE ae 1) ’ 


1 





che va pure a zero, in virtù delle (22). 

Il sistema lineare (IT) a determinante gobbo costituisce un’evidente generalizzazione 
di-quello che si incontra nella cinematica dei corpi rigidi per determinare il moto degli 
assi solidali, quando è assegnata la velocità angolare. Circa la teoria di questi sistemi 
difterenziali rimandiamo ai lavori già citati nell’introduzione [note 4) a 7)]. Vogliamo 
tuttavia rilevare qualche proprietà elementare: 

1° Eseguendo sulle incognite z, una sostituzione ortogonale arbitraria (a coefficienti 
dipendenti comunque da s), il sistema trasformato è dello stesso tipo. La dimostrazione 


n 
scende subito dall’osservare che l’integrale quadratico 2 Zi = cost. [la cui esistenza 
1 


è caratteristica pei sistemi emisimmetrici (Z1)] conserva inalterata la sua forma quando 
si sottopongono le x, a trasformazioni ortogonali. 
2° Se la C è geodetica, le equazioni di parallelismo (Z,) sono soddisfatte (cfr. § 7) 


da Ê° = x; =, e per conseguenza [a tenore delle (22) e (23,)] le (IT) da 


(26) Ke =/0 (hl, an NT), USATE 
Ciò esige 
(27) Pin = © = 1, 23. vp 


per qualunque valore di s. Reciprocamente, se sussistono le (27), le equazioni (17) am- 
mettono la soluzione (26), e la C è geodetica. 

3° Sempre nell’ipotesi di C geodetica, la riduzione del sistema (IT) in base alla 
conoscenza della soluzione particolare (26) &, per così dire, automatica. Infatti, in virtù 
delle (27), le prime # — 1 equazioni (II) sono esenti da z,, e Pr si riduce a 
AZ 


— — 0, 
vas 


—- _, 
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4° Qualunque sia C, se si conoscono m direzioni parallele indipendenti, cioè m 
soluzioni indipendenti delle originarie equazioni (J,), si sa dalla teoria generale dei si- 
stemi lineari che è possibile una riduzione di m unità. Vogliamo far vedere che la ri- 
duzione effettiva si raggiunge qui ancora in modo semplicissimo. Ed ecco come. 

Si comincia (sfruttando l’osservazione finale del § 6) col normalizzare le m solu- 
zioni conosciute, deducendone altrettante mutuamente ortogonali (il che si fa con ope- 
razioni razionali). Si immagina poi di sostituire all’originaria ennupla di direzioni Q 
associata ad ogni punto di C (che comprende la direzione di C e altre n— 1 ad essa 
ortogonali) una nuova ennupla ortogonale 2*, in cui figurino le nostre m direzioni 
provenienti per ortogonalizzazione dalle soluzioni conosciute. 

I coseni direttori 7% (di una direzione qualsiasi) rispetto ad Q* risultano legati ai 
coseni direttori z,, che si riferiscono alla 2, da una sostituzione ortogonale. Il sistema 
(IT), trasformato nelle 7 (che conserva il tipo emisimmetrico), viene così ad ammet- 


esima 


tere, per costruzione, m soluzioni distinte del tipo: n — 1 delle z* nulle e ln eguale 


all’unità. Supposto che questa sia, per le m soluzioni di cui si tratta, rispettivamente 


Sees, x. |, si riconosce subito che deve annullarsi ogni p,, per 
Mio. Um nm, inom 4 2,).. 6, 0, 

sicchè le prime n — m equazioni trasformate costituiscono un sistema ridotto (sempre 

. . Pl a STINO Li REC x .* 

di tipo emisimmetrico) comprendente soltanto le incognite :*, z*, ..., 2* , ©. D.D. 


> 


SRE: 


Spazi a tre dimensioni. 


Per n= 3, il sistema (IT) è propriamete quello da cui dipende la teoria del triedro 
mobile *°): non c'è che da mettere in luce la diversa interpretazione dei risultati, con 
riguardo al parallelismo in una V,, lungo una assegnata curva C. Limitiamoci al caso 
più semplice, in cui la C è geodetica. Per l’osservazione 3° del § precedente, il sistema 
differenziale (IT) in z,, %,, x, si riduce in questo caso (a x, = cost., associato) al si- 
stema binario 





— = Phas “= bd, 
ds ds 


Attesa la relazione p,, + p,, = 0, si ha l’integrale x? + x? = cost.; designando la co- 


stante con r°, potremo porre in conformità z, = r cos 3, z,—rsins, con che si ot- 
tiene una sola equazione in 3 
ds 
x =p (Pp = — Pis = Par) 
ds 


15) G. DarBoux, Leçons sur la theorie generale des surfaces, 2° édition, t. I (Paris, Gauthier-Vil- 
lars, 1914), Chap. II, pp. 27-41. 
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Come si vede, siamo ricondotti ad una semplice quadratura. 


5.28. 


Legame delle p,, coi coefficienti di rotazione di Ricci. 


Supponiamo che la C faccia parte di uria congruenza (assegnata, ma qualunque) 
di curve in W,. In tale ipotesi le X e così le %,,, possono risguardarsi come funzioni 
di x,, x,, ..., x,, le quali, lungo C, si riducono, pel tramite delle (3), alle funzioni 
di s precedentemente considerate ($ 11). 

A questa congruenza, di cui fa parte la C, immaginiamo di associarne altre n— ı 
in modo da costituire un’ennupla ortogonale, coll’unica condizione di identificarsi con 
O nei puntindi Cs e\sieno Axia lg Xp Jy Male IC O 
stemi coordinati contravariante e covariante. 

Si avrà così, lungo C, 


x! 





di; ESS rs di. 


EM e] dx, ee Cu 


e la (25,) (scambiando nel secondo termine i due indici di sommatoria i ed 1) potrà 
essere scritta 
” L R dì JE n i] 
Le aye 10) ULE aS À: à 
pa = Sere Se Sin, 
Nella quantità in parentesi riconosciamo Ja derivata covariante *°) %,yj, talchè, ricor- 
dando le formule di definizione dei coefficienti di rotazione, 


n de > 1 (j) 
Vak Gris À ji; À k x, ’ 
I 
si è condotti alla conclusione 
Pur A Chie (h, k = I, 2, CE EE" n). 


Ora si sa che y,,,ds ammette, in quanto coefficiente di rotazione, l’interpretazione se- 
guente: Quando l’origine dell’ennupla si sposta di ds lungo C, passando da un punto 
generico P ad un punto vicinissimo P’, la direzione h ‘7) in P’ non rimane in gene- 
rale ortogonale alla direzione k corrispondente al punto P, ma forma con essa le 


er 


iv 





mal uke ds. 


Identica interpretazione compete pertanto a p,,ds, e così, anche sotto questo aspetto 


16) Cfr. Ricci et Levi-Crvrra, loc. cit. 11). 
17) Si vuol dire la direzione definita dai parametri A) (0 dai momenti A,,,). 
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geometrico, si ravvisa nei sistemi (JJ) la generalizzazione della teoria elementare del 
triedro mobile. 


§ 14. 
Varieta con una congruenza di curve parallele 
rispetto a qualsivoglia trasversale. 


Sia É (x, x,, ..., x,) il sistema coordinato covariante di una congruenza di 
curve in V,. Vogliamo provarci a supporre che le curve di questa congruenza siano in- 
condizionatamente parallele, ossia che soddisfino alle condizioni di parallelismo lungo qual- 
siasi linea C. Scegliendo in particolare per C una linea della congruenza, appare intanto 
che questa deve essere costituita da geodetiche ($ 7). In generale, tutto si riduce ad 
esprimere che le equazioni di parallelismo (in una qualunque delle forme loro attribuite), 
per es. le (73), sono verificate in ogni punto di V, **) e per qualsiasi direzione x’. 
De 
ds 


Dacchè, esplicitando le , le (Z,) si scrivono 


n dè. n_ 1] 
Au 1 —= pra: 
else LA a — 0 (tit, BEN 
le &. dovranno verificare le n° equazioni 


OE: n 
(28) Sai = 2 


le quali stanno ad esprimere che si annulla identicamente il sistema covariante ¢,, primo 
derivato del sistema £,. 
Dalle (28) segue in particolare 


MIE 


Neo (rea), 








donde apparisce che le &, sono le derivate di una medesima funzione F. Perciò la (13), 
o, se si vuole, la equivalente 


GEC Da < 
Bene BE 


a i 


diviene 
AF=1 (A parametro differenziale di 1° ordine), 


mostrandoci che le ipersuperficie F = cost. (di cui le curve della nostra congruenza 
costituiscono le traiettorie ortogonali) sono geodeticamente parallele. 


18) Si intende, al solito, di quel campo di Y, che si considera, entro cui si suppongono soddi- 


sfatte debite limitazioni qualitative. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 27 marzo 1919. 25 
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Assumiamo per semplicità la funzione F come coordinata x,, associandole, come 
coordinate x,, X,, ..., X,_,, # — I integrali indipendenti della equazione 


VRR) LO (v parametro differenziale misto), 


con che le ipersuperficie coordinate x, = cost. (h == 1, 2, ..., n— I) sono ortogonali 
alle x, = cost. Potremo in conformità ritenere 


(29) Bi ONE IN ENS it 
nonchè 


Sie Vene, 


e le (28) si ridurranno a 


pie (i, fe DO 


o addirittura, badando alle identità 


nl ah ij,h 


i DE > al" a 
e alle (29), alle seguenti: 
0 (fee 


ijn 


Ove si noti che le (29) equivalgono alle analoghe relative agli elementi reciproci: 








’ wenn Ap PEAS e 
(29') aio Jena Waa eed a, 
e si tenga presente che 
mate I { © Qin d An d d;; 
[ECT 2 \ox, dx à pu ’ 
risulta in definitiva 
da.. 
(28°) 5 io (7 = 102 we 
x 


n 


Le (29') e (28') mettono in evidenza che il ds* assume la forma 


(30) dx° + do’, 


designando de? il quadrato di un arbitrario elemento lineare nelle # — 1 variabili xi 
(a coefficienti indipendenti da x,). 


ER Pee 


n—yI 


Siccome *°) la forma (30) è caratteristica per le varietà che posseggono una sem- 
plice infinità di superficie geodetiche ?°), così riconosciamo che sono in ogni caso conco- 





19) Cfr. J. HADAMARD, Sur les éléments linéaires à plusieurs dimensions [Bulletin des Sciences Ma- 
thématiques, t. XXV (1901), pp. 37-40]. 
2°) Si dicono superficie geodetiche quelle (eventuali) varietà a n— 1 dimensioni immerse in una 


V, , le quali contengono tutta intera la geodetica di 7, , che congiunge due loro punti qualisivogliano. 
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mitanti per una varietà V le due proprietà di ammettere © superficie geodetiche e di 
contenere una congruenza a parallelismo completo. 


SOT, 
Differenziali di 2° ordine — Determinazioni invariantive — Lemma di Ricci. 


Ao POS eat A OO 


Come si sa dal calcolo, è sempre lecito risguardarne nulli i differenziali secondi d°x,, 


In una data ricerca, sieno fissate le variabili indipendenti, per es. x,, x x 


d’x,,..., d’x,. Una tale convenzione non ha però carattere invariantivo di fronte 
ai cambiamenti di variabili. Infatti, se si sostituiscono alle x, # loro combinazioni indi- 
pendenti x, (x,, x,, ..., x,), i differenziali secondi 

OR 

Be Re 215% 0%, > NE jax, 
(calcolati in base alla ipotesi d°x, = 0) risultano in generale diversi da zero. 


Se si associa alle variabili una forma differenziale quadratica, riferendosi per es. 
alla metrica di una /, (colle notazioni dei $$ precedenti), diviene agevole una caratte- 
rizzazione invariantiva. Basta assumere i d’x, (non nulli, ma) definiti come segue: 


dx.dx,=0 [ET 20 ran 


dx +34) 





Dalle equazioni delle geodetiche (§ 7), moltiplicate per ds*, apparisce che tali d° x 
sono quelli che spettano alle variabili lungo la geodetica spiccata dal punto generico 
e ticlla direzione ‘pure ‘generica (dx, dx ,,..., 4x,). Questa inter- 
pretazione geometrica assicura a priori che la convenzione suaccennata possiede il voluto 
carattere invariantivo, senza rendere necessaria una verifica materiale, che si potrebbe del 
resto effettuare in modo ovvio. 

Analogamente per la sovrapposizione di due sistemi indipendenti di incrementi 
dx. e dx,. Si potrebbe porre döx,—=ddx,—o, ma, mentre l’invertibilità degli incre- 
menti d e 3 possiede, come facilmente si riconosce, carattere invariantivo, lo stesso non 
è delle posizioni dd x, = o. Noi le sostituiremo con 








(31) dx, + 2, 202700) 
le quali implicano 
(31’) DO Neo di, 


e contengono come caso particolare, per d = à, le precedenti espressioni dei d° x 
L’invarianza delle (31), di fronte ai cambiamenti di variabili, può qui ancora essere 
desunta dalla interpretazione geometrica. Basta osservare che, ponendo materialmente 
dx, = eË (con e costante infinitesima) le (31) si identificano colle (/,), talchè espri- 
mono come devono alterarsi le d x,, per effetto dello spostamento (dx,, dx,, ..., dx,), 
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onde definire direzioni parallele fra loro. Questa proprietä invariantiva, oltre che con 
una verificazione diretta, si potrebbe controllare con un elegante artificio formale accen- 
nato da RIEMANN ?5) e reso esplicito da WEBER °°). 

Dalle (31), tenuto presente che 


d > 045, d Si > d si > 

Beer 1 etz A m 
BL, dx. Te (4, +4) dx; = NEN 
scende identicamente 


(32) a „a,dx dx, =, 


come pure 





i] ten He as, 





n_ 
d Dia FAGIANO ==.) 
I 


Queste relazioni equivalgono al risultato ben noto di calcolo differenziale assoluto 
che si annulla identicamente il sistema derivato covariante dei coefficienti a,, della forma 
fondamentale (lemma di Rıccr). 


§ 16. 


Differenziali d’ordine superiore. 


Invariante, che compendia i simboli di RIEMANN, 
fornendone nel modo più diretto l’espressione esplicita. 


Mercè applicazione ripetuta delle (31), rimangono senz’altro definiti (in funzione 
dei differenziali primi, dei simboli di Curisrorret, e loro derivate) anche differenziali 
superiori del tipo d'ddx,, dd'dx., il simbolo d’ dovendo naturalmente trattarsi alla 
stessa stregua di d e È. 

Non si può affermare che d’Sdx, coincida con dd’dx,, anzi il calcolo effettivo 
mostra che ciò non è. Le differenze 


(33) u — d'Îdx, — dd'dx, 


posseggono tuttavia la notevole proprietà di costituire un sistema contravariante. 

Per dimostrarlo, prendiamo in considerazione un sistema covariante ausiliario p,, 
costituito da # funzioni delle x (senza intervento di differenziali), e partiamoci dall’os- 
servare che (in quanto il sistema f, si suppone covariante) 


> p,dx, 


i ZO ve aa 
O M CNT TRS 
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è un invariante. Lo è quindi (per essere del pari invarianti gli operatori d’ e 5) anche 


la differenza 
G=d' SY pidx,—dd' S p,dx,=d'Y Op,dx;+pddx)-dY (d'p.dx;+p;d'dx;). 


Sviluppando materialmente, e tenendo presente che, per le (31'), 


d'ò p; A dd'p,, 


si ha 


6 = nad dx) = Ep 


n . 
donde apparisce che anche > p,u è un invariante. Da questa invarianza e dall’arbi- 
1 


trarietà delle p, (che sono funzioni delle x, vincolate soltanto a trasformarsi con legge 

covariante Se si eseguisce un cambiamento di variabili) segue la contravarianza del 

sistema u” definito dalle (33). Cole DI 
Risulta quindi invariante 


(34) [= DI pain U En 


rappresentando è’ x, un arbitrario sistema di incrementi delle variabili. 
Dacchè le (31) porgono 


na a 





dx. 0x, 
J 
n a}? n 1) 
= Sy ge dada — dy je d'a dx, +dx dx) 
’ = u , 
ÿ d EE dx d'x, 
wo e {jl 
=) dard — > (Gdx;d'x, + dx,3d'x,), 








per sottrazione (dopo aver scambiato h ed / nella prima sommatoria) si ricava 


uî = d'idx, — dd'dx, 





(711 jh 
a) 0, a 


Dalle (31) si ha ancora 
UN = aa pany a 


talché, scambiando gli indici in modo da poter raccogliere a fattor comune dx, d'x, dro 


i 


ayn x ddx, NI PUOI 
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emerge 

SE 1 ' N ' si i % th jl tl jh 
TDI (d dx;dx,—ddx.d x)=2_j4%;d ra, X.[} i 3 t dai i 3 n |. 
e si ottiene infine 
(35) u" = 2 jndx;d'x 3x, 173, I ht, 
designandosi con | 

ayn af? 1) (#1 b) (tl 

i xp me 1 Pe Gar ei 
(39) URI tr io li Listas 








i simboli di RIEMANN di 2° specie. 
Ove si passi a quelli di 1° specie col porre 


n 


(37) NT D Gt) Ihr, 


la espressione (34) di /, in base alle (35), diviene 


4 
, a n RA ONT AL NT Ms 
(34’) [= Die din Ax; d'x;dx,d' x, 
1 
e mette direttamente in evidenza il carattere covariante dei simboli (37). Se non erro, 


è questo il modo più rapido per arrivarvi. Quanto alle proprietà dei simboli stessi, com- 
pendiabili nelle formule 


Ria a 
RUE ia 
non resta che riportarsi alla trattazione ordinaria, desumendole (la prima immediata- 
mente, la seconda con qualche trasformazione) dalle formule di definizione. 
Dobbiamo invece rivolgere la nostra attenzione alla interpretazione geometrica del- 


linvariante / nel caso particolarmente importante in cui i differenziali indipendenti si 
riducono a due, coincidendo d’ con d e 8’ con Ì. 


Sr 


Parallelogrammoidi — Base e soprabase. 
Sviluppo delle coordinate dei vertici a partire dalla base. 


Sia PQ un generico arco di geodetica nella nostra V,. Dai punti Pe O imma- 
giniamo spiccate due altre geodetiche in direzioni parallele. Esse formeranno ($ 8) con 
PQ uno stesso angolo y. Si assumano su queste geodetiche due archi eguali 


PP' — GC stu VP 


e si congiungano anche P' e Q’ con un arco di geodetica. Si ottiene così un quadran- 


= 


= ne nent an 


NOZIONE DI PARALLELISMO IN UNA VARIETÀ QUALUNQUE E CONSEGUENTE, ETC. 199 





golo geodetico che chiameremo A O) Pagato 1 He fari opposti PO 


e P'O' come base e soprabase. 


. ! ! . . one 
Indicheremo con x”, xl®, x, x'2) le coordinate dei quattro vertici P, Q, P', 


Q'; con €), &5 i parametri di direzione delle due geodetiche parallele nei loro punti 
(71 


"SR jl 

di origine; con i k 
P 10 

Dalle equazioni delle geoderiche, a meno di termini d’ordine superiore al secondo 


i valori dei simboli di Christoftel in questi stessi punti. 











ied s,tsi ha 





HELEN EG) Da j! SU) EU) 
8 P 
G ) (Q’) Q) ds dev (ili £(j) 2 (1) ) 
ASL it Ei)? rit n 
N we a d < a ‘a 1 > 
i EO — jl 1 vi i) ( 
Designiamo con dx, le differenze x‘2) — a e in generale con Sf il divario fra 


le determinazioni di un qualsiasi elemento (numerico o geometrico) f, passando da P 
a Q. Avremo per sottrazione dalle (38) 


n 


oli AP!) py | ¥ (i I 
LR oe Ot dd — mate ply 


I ih 


jie 


1 


ne 








Siccome, per costruzione, ds non si altera nel passaggio da P a O, così, ritenendolo 


infinitesimo, ponendo per brevità 
dx. = dude 
1 Î j 


e badando alla (31) per è = d, potremo anche scrivere 


I 
(39) Dx, = 29 — xP) = dx, +3dx, + —3dx Gi=12,..., n) 


Di qui appare che le differenze Dx, delle coordinate omologhe dei punti P’ e Q’ 
sono (colla convenuta approssimazione rispetto a ds) di prim'ordine rispetto alla varia- 
zione d: val quanto dire che, indicando con ds l’arco PO e trattandolo come un in- 
finitesimo (indipendente da ds), le differenze Dx. risultano anch’esse infinitesime di 
primo ordine (almeno) rispetto a ds. Le (39) ne forniscono pertanto una espressione 
che è esatta: 

fino al secondo ordine rispetto a ds; 

fino al primo ordine rispetto a 8s. 

Dal significato dei simboli d e 5, quali figurano nella (39), scende immediatamente 
che, come il d*, anche i dd e Sd’ si esplicitano in base alla (31). Ed è appena neces- 
sario avvertire che, a calcoli eseguiti, tutte le funzioni del posto vanno riferite al 


punto P. 


§ 18. 


Lunghezza delia soprabase — Curvatura. 


Rappresentiamo con aj, i coefficienti del quadrato dell’elemento lineare in P’. Atteso il 
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comportamento teste rilevato delle Dx,, potremo risguardare 


(40) Za di D x; D x, 


come espressione del quadrato della distanza P' QO", a meno di termini d’ordine superiore 
al secondo, rispetto sia a ds che a ds. 

Giova riportare (colla stessa approssimazione) anche i valori a, al punto P. Al 
Puopo basta sviluppare lungo la geodetica PP’, trascurando i termini in ds’; si ha 
quindi 


r I 2 
(41) dy = dy + da, + coi ns 
Un analogo trasporto si può mettere in evidenza in una generica Dx,, aggiungendo e 
ı 


togliendo il termine + d’dx, (e ricordando che Sdx, = döx,). Le (39) divengono 


in conformità 


(39') Dx, TE HAS x, pre) =o", 

dove 

(42) Dia, = da, + dix, + id dx, 

(43) vu = dsdx, — dd’ x, (i = a 


Come si vede, le v' sono di terz’ordine (secondo in ds e primo in ds). Perciò la 
materiale sostituzione nella (40), a meno di termini d’ordine complessivo superiore al 
quarto, da 


n # 
EU Re SA a Re 
Pi OWES sauna Diaz De 
i I 


In base alle (41), (42), e colla stessa approssimazione, il primo sommatorio può essere 
posto sotto la forma 


IE 
dove 
3° = PO => ax dx; 


e il secondo sommatorio può essere ridotto a 
n (i) 
nr L 
= Data" dx. 
I 


Ora, in virtù della (33), dd s° si annulla identicamente; lo stesso avviene quindi 
di d°ds°. Rimane in conformità 


(44) PO PU, 


ma resta da attribuire ad J la sua espressione definitiva. Questa risulta dalla circostanza 
che, a norma delle (43), J si può considerare come un caso particolare dell’invariante 
I definito dalla (34): basta assumervi d’ coincidente con d e à’ con è. Si ha perciò 


> ss or ee ns 


DE (e E Win 


© Ca e 
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dalla (34’) 
(45) J= > jme Ay dx.dx,0x,dx,. 





— — 


Siamo ormai in grado di fornire una caratterizzazione intrinseca della curvatura 
sotto la forma geometrica seguente: 


Costruito in VW, un parallelogrammoide infinitesimo POP'O', si faccia il rapporto 


o ae OBL 
fra la differenza dei quadrati della base e della soprabase e il quadrato dell’area del pa- 
rallelogrammoide ?°). Questo rapporto, cioè, in virtù della (44), 


a J 
(47) ra (dss sin 4)? 


costituisce la curvatura riemanniana di V_ in P secondo la giacitura del parallelogram- 
moide. La coincidenza colla espressione ordinaria 24) scende dalla (45). 

Una volta riconosciuto che K dipende soltanto dal punto P e dalla giacitura, si ha 
dalla (46) il corollario seguente: Tutti i parallelogrammoidi equivalenti che insistono 


sulla stessa base (e appartengono alla stessa giacitura) hanno soprabasi di eguale lun- 
ghezza. 





Vorrei ancora rilevare, dal punto di vista sistematico, che il procedimento ora 
svolto, oltre a stabilire una nuova proprietà della curvatura riemanniana, presenta sulla 
trattazione ordinaria il vantaggio di evitare qualche sviluppo formale. Di solito infatti 
si definisce, in uno dei modi segnalati da Gauss, la curvatura delle V,; e si passa alle 
V., facendo intervenire le V, costituite dalle geodetiche di una stessa giacitura. Si ri- 
chiede quindi un discreto calcolo per riconoscere che la curvatura riemanniana di queste 
V, è data dalla (47). 

Se invece si adotta per K la definizione geometrica (46), da un lato riesce più 
espressiva la traduzione analitica che porta alla (47); e dall’altro, valendo naturalmente 
la medesima definizione anche per n = 2, appare manifesto che la curvatura di 7, 
desunta da un generico parallelogrammoide coincide con quella di qualsivoglia V,, la 
quale (al limite) contenga lo stesso parallelogrammoide. 


MO PACER DIL CA: 


Gia rilevammo nel § 15 che le espressioni (31) 


dx +, MOOSE 





23) Più precisamente, di qualunque pezzo di superficie a due dimensioni avente il parallelogram- 
moide per contorno e tendente a zero con esso. 
24) L. BIANCHI, loc. cit. 5), pp. 341-342. 


Rend. Circ. Matem, Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 28 marzo 1919. 26 
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dei differenziali di 2° ordine non differiscono da quelle cui si perviene esplicitando la 
comprensiva definizione di RIEMANN. 
Dallo stesso § risulta altresì che, con queste espressioni dei differenziali secondi, 


si ha identicamente (lemma di Ricci): 


(48) ds = dds = do = 30 — o, 
dove 


n 


Di pal AERO, 
e ds’, 5s” stanno, ben si intende, per 


A n 
Dt dx;dx, e D IX IX, 


Tee Tag 
rispettivamente. 
In questa condizione di cose non sembra ambiguo il significato da attribuire al 


trinomio considerato da RIEMANN: 
2 2 N 65) 
= d°ds — 2d0® + d’ös, 


e un tale significato, in virtù della (48), implica necessariamente R = o. 

RIEMANN afferma invece 2°): « Haec expressio [cioè R] invenietur = J » [avendo J 
il valore (45)]. WEBER, nei suoi chiarimenti, si diffonde sul modo di introdurre i dif- 
ferenziali secondi ?°), ma, dopo averne ricavata l’espressione esplicita, dice semplice- 
mente °7): « woraus man leicht den Ausdruck erhält R= J». 

Probabilmente, nella R di RIEMANN, c’è soltanto un qualche vizio di scrittura, che 
ne vela il concetto. Mi lusingo di aver sostanzialmente ricostruito tale concetto, ma 
non potei aggiustare il simbolo. Se la cosa è fattibile, sarà bene rendere, anche su 
questo particolare, piena giustizia al genio di RIEMANN. 

Terminerò con una osservazione circa il calcolo della curvatura con riferimento a 
speciali variabili, che è indicato da RieMANN 7°) e sviluppato da WEBER 79). Ecco in- 
tanto di che si tratta. 

Si scelgano coordinate x,, x,, ..., x, tali che, in un determinato punto P, si an- 
jl 
1 


nullino tutti i simboli (cosa sempre possibile, come è ben messo in evidenza da 








WEBER). Si considerino due sistemi indipendenti di differenziali dx,, $x,, risguardando 





BOVA LEIDA SDR 
26) Aggiungendo, senza alcuna giustificazione, le condizioni supplementari 
d° è s° — è? ds? = — 240%. 

In virtù delle (48) (e semprechè si debbano leggere le formule come effettivamente sono scritte), 
va tutto a zero. 

AT) LC. 07) 40.18 80; 

ot BEL; td AAA 

29) 1c. 9), pp. 384-387. 
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nulli tutti i differenziali secondi d° x,, dd x,, Sdx,, $°x,. Dicansi P' e Q i punti di 
coordinate x. + dx,, x, + dx,; a), i coefficienti del quadrato dell’elemento lineare in 
P'. Posto in particolare 


n 
2 NT BERN 
(55 )pr = 2 dd 


si applichi alle a’ lo sviluppo di Taytor rispetto agli incrementi d, fino al secondo 
ordine incluso. Con tale approssimazione si ha 


O° ay, 


(557) = ds + — ee 5x. dx dx dx ox, 0x, 


il 5s? e le derivate seconde riferendosi, ben si intende, a P. Come mostra WEBER, per 
il modo con cui sono state fissate le variabili, intercedono speciali relazioni fra i valori 
delle derivate seconde delle a,, in P. Tenendone conto, con qualche trasformazione, si 
trova 











2 2 
I Ÿ I | ORG, dd, 04; O4 


Oer dx dx, ! dx dx, dx dx, Satie te dn dada 


7 a 1,3) jl 2 
Il sommatorio si pud risguardare come l’espressione, che, in base alla formula (45), 
assume — J, quando si adottano le variabili x particolarizzate come sopra si è detto. 
Perciò, badando alla (47), ricaviamo 
Ne 2 
(d5°)p — ds I 


(49) (dsds sin y) DR Ei 





che RIEMANN, nel passo citato, enuncia a parole (moltiplicando ambo i membri per 4, 
onde mettere in evidenza nel denominatore l’area del triangolo P P’Q). 

Vengo finalmente alla mia osservazione. 

Detto Q* l’estremo dell’elemento lineare (5 s),. (corrispondente agli incrementi è x,), 
la (49) si scrive 





| Por PQ 
= — — K; 
(49) (ds8s sin y) ed 
mentre la (46) (cambiata di segno) porge 
, F4 0" Ft HO: 
6 RI rt eae aoe 
(40) (ds8ssinyy 


I secondi membri stanno, come si vede, nel rapporto di 1 a3. La non coincidenza 
è manifestamente dovuta al fatto che il punto Q’ (quarto vertice del parallelogrammoide), 
cui si perviene col procedimento invariante, è ben distinto dal punto Q* di Riemann, 
definito analiticamente con riferimento a speciali variabili. 

Per localizzare il divario sulle formule, giova riferire (come è naturalmente per- 
messo dato il carattere invariantivo) anche il nostro procedimento alle speciali variabili 
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di Riemann. Le (31) danno allora, in quanto si riferiscono al punto P, 
dd AO N 


ma non ne segue che debbano annullarsi nello stesso punto anche i differenziali superiori, 
come dd°x,, d’öx,, ecc. Il calcolo di RreMann è invece basato sull’ipotesi che si an- 
nullino tutti i differenziali d’ordine superiore al primo: ipotesi anch’essa legittima, ma 
non dotata di carattere invariantivo (di fronte ai cambiamenti di variabili). Non deve 
dunque sorprendere che i risultati sieno diversi; si rileverà piuttosto la fortuita analogia 
delle formule (49’) e (46'), i cui secondi membri differiscono soltanto per un fattore 
numerico. 


Padova, novembre 1916. 


Tu LLTONLE VTC 


sit 
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SOPRA UNA RELAZIONE 
FRA LA TEORIA DELLA COMPOSIZIONE DI PRIMA SPECIE 
E LO STUDIO DELLE SERIE DIVERGENTI. 


Nota di Pia Nalli (Palermo). 





Adunanza dell’ıı febbraio 1917. 


Il Prof. Vorrerra, nelle sue Leçons sur les fonctions de lignes (Paris, Gauthier- 
Villars, 1913) dopo avere sviluppata un’analisi delle funzioni permutabili, nel Capitolo X, 
chiude il Capitolo con le seguenti osservazioni: 

« Terminons par une remarque qui met en &vidence un lien interessant entre ces 
considérations et une autre théorie de l’analyse. Si l’on prend pour fonction F(x, y) 
l'unité, on a 


FEN N ER re A Ce Er 


I ; 1-2 
Par suite, si la série 


actagte taro 


a un certain rayon de convergence, la série 


Er Het 


aura un rayon de convergence infini. On retrouve ainsi le théorème fondamental qui 
a servi à M. BorEL dans ses recherches, maintenant classiques, sur les séries divergentes 
et sur l’étude des séries en dehors de leur cercle de convergence ». 

Lo scopo del presente lavoro è di far vedere che il legame notato dal Prof. Vot- 
TERRA è forse molto più profondo di quanto possono far pensare le parole che ho qui 
riportato. Il lavoro non contiene una teoria generale; i risultati fondamentali di esso 
sono espressi dalle formule (31) e (49), nelle quali è ’ 


G(x 3) = 02 


ye 





™ Con F,(x, y) denotiamo la potenza n°"? di composizione di una funzione F(x, y), cfr. 
V. VOLTERRA, Lecons sur les fonctions de lignes (Paris, Gauthier-Villars, 1913) pp. 133-136. 


? 
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con 
F(x, y) =ax + by, 
per valori convenienti delle costanti a e b, ed 
enti 
K,, (x, y) = a 2) 


DI 
con F(x, y) = y; in entrambe le formule è 


N(x, 9) = F(x, 9) — EG 9) FEC 9) — 2 


[cioè N(x, y) è il nucleo risolvente dell’equazione integrale (4)]. 
Tali formule permetterebbero forse di stabilire una teoria analoga a quella del 
Boret, nella quale esse sono sostituite dalla relazione 


o n—TI 
u 
e" ——dı=ı, 
À (n — I)! 


4 Tite 
. —U ane 
lim e ani DES 
y=» o n L . 


A 
im f N (x, y)F, (ne: y)dx ina I, 
Sn SSR TANO, 


che si può scrivere 


o anche 


dove N(x, y) =e!" ha la stessa forma dei casi precedenti, con F(x, y) = 1, ed 
F,(x, y) si riferisce a quest'ultima funzione. 
I. Si consideri l'equazione differenziale 


avai’ are 
(1) Der By; 
dove « e ß sono due costanti positive. 
Dimostreremo che se y(x) è un integrale della (1) ed m è un numero positivo mi- 


È 


nore di — si ha 
Œ 


lim VITO: 


Cominciamo col dimostrare che si possono trovare due integrali della (1) linear- 
mente indipendenti che siano positivi per x sufficientemente grande. 


a 
x2 


Trasformiamo la (1) ponendo y — ze * ; si ha l'equazione in x 
ED PRE a a EN 
(2) = (Ex + È 6). 


Per x sufficientemente grande (x > h) x e x” hanno lo stesso segno, quindi la 
curva x = Z(x), a partire dal punto indicato, volge sempre la sua convessità verso 
l’asse delle x. Consideriamo un integrale della (2) che per x =k > bh prende valore 
positivo, mentre la derivata prima prende valore negativo. Per x Xk la curva <= RUSS) 
volge la sua convessità verso l’asse delle x. Se z’ non si annulla per xk, sarà sempre 
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negativa, quindi x sarà decrescente e per x = co tenderà ad un limite finito od a — co, 
e perciò l’integrale considerato, o quello che si ottiene da esso con un cambiamento 
di segno, sarà positivo per x sufficientemente grande. 

Se poi x’ si annulla, due casi possono darsi: z' si annulla in un punto x, tale che 
nei punti interni a (k, x,) x e x’ non si annullano, o x e 7’ non si annullano nei 
punti interni ad un intervallo (k, x,) mentre x si annulla in x. 

i X | AA ANT i) 

Nel primo caso, in x,, z non si annulla e sarà quindi positiva, 7’’ sarà pure po- 
sitiva, in x, x avrà un minimo, e non potendo avere per x>x, un massimo positivo, 
come risulta dalla (2), sarà crescente per x > x,, € perciò x sarà positiva in (k, ©). 

Nel secondo caso 7’ sarà negativa in x, e perciò a destra di x, x sarà decrescente 
e quindi negativa. Se x fosse positiva in un punto x, > x,, in (x,, x,) avrebbe un 
minimo negativo, ciò che è in contraddizione con la (2), quindi x è negativa per 
x > x, € — x è un integrale della (2) positivo per x > x,. 

Possiamo quindi trovare due integrali della (2) linearmente indipendenti che siano 
positivi per x sufficientemente grande, ed in corrispondenza avremo due integrali della 
(1) che soddisfano alle stesse condizioni. 


Ciò posto, sia m un numero positivo minore di -— e poniamo v= x"y; v sod- 
(9 4 


“ 


disfa alla seguente equazione differenziale 


(3) v'4 (au — 2mx*)xv' + [8 —am-+ m(m + 1)x°]v= o. 

Sia v un integrale della (3) positivo per x sufficientemente grande, e si determini 

h in modo che per x X h sia 
O2) 122707 a — 2MX° > 0; o_—am+t+m(m+1)x?>o. 
Esisterà certamente un punto x, > h dove v’ sarà negativa. 

Infatti, se fosse v’(x) > o per qualunque x > h, per tutti questi valori di x si 
avrebbe v’’(x) << 0, quindi v’ sarebbe decrescente e per x = oo tenderebbe ad un limite 
finito, positivo o nullo, v sarebbe crescente e tenderebbe ad un limite finito e positivo 
od a +o, v", per la (3), si manterrebbe dunque inferiore ad una quantità negativa 
fissa, e non potrebbe v’ tendere ad un limite finito. 

Esisterà dunque un punto x, > h dove v’ sarà negativa. 

Posto allora v = e“, u soddisfa alla seguente equazione 

u" + u” + (a — 2mx*)xu' +8 —am—-m(m-+1)x* = 0. 
In x, u' sarà negativa; se fosse positiva in qualche punto a destra di x, ci sarebbe un 
punto x’ > x, tale che in (x,, x’) uw’ sarebbe negativa o nulla, ed in qualche punto 
di (x’, x’ + e), qualunque sia e > o, sarebbe positiva. Sarebbe quindi u'(x') = o e 
perciò u''(x') < 0, e non potrebbe u’(x) essere positiva a destra di x’. 

Dunque u’ è negativa qualunque sia x > x, e tale è perciò v’; v è decrescente 
per x > x,, e per x = co tende ad un limite non negativo che non può essere altro 


che zero, perchè m è un numero qualunque minore di -—. Resta così dimostrato quanto 
x 


si è asserito al principio di questo n°. 
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2. Si consideri l'equazione integrale di VOLTERRA 


(4) f0)=30)+ "F(x, y)9(x)dx 


nella funzione incognita 9(x), essendo 


F(x, 9) = ax + by, 
con a € b costanti. In questo n° daremo la forma del nucleo risolvente della (4) ossia 
della funzione N(x, y) per la quale si ha 


© oO) =/0) — | NG fx 9. 


Nell'ipotesi che la f(y) ammetta derivate di primo e di secondo ordine, la (4) ci da, 
con due derivazioni, 


(6) JC) = 9") + (+ dep + (a + 25)9 (x). 
Siano 9, (x) e 9,(x) due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea 


(7) e'+ (a+ b)xg + (a+ 20)9 = 0; 


Pintegrale generale della (6) si può mettere sotto la seguente forma 


(x) = #(x)9,(x) + B(2)9, (x), 


dove è 
O «W=/Pr@@&+., =, 


con ¢, € c, costanti arbitrarie e 





e 2 COLE ua 0, (x) 
DS TOM 080. 9, 


Dalle (8), con integrazioni per parti, si ottiene 


ESTA SV + à 


AAA sf") + [FOR Odi +e, 
con c, € c, costanti arbitrarie. 
Tenendo conto delle relazioni 


£(x)9,(x) + h(2)0,(A)= 9, 
g’ (x) 9, (x) + A(x) 9, (x) = — 1, 





poner) Pp. 02-60: 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 28 marzo 1919. 27 
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possiamo dire che la funzione 9(x) soddisfacente alla (4) è la seguente 


0) =SA+ f FOL’ Or.) +>" Oe. C4 +47.) + ER) 


per due valori convenienti di c, e c,. Ma si vede subito che deve essere c, = c, = 0, 


e perciò si avrà 


(9) N(x, 9) = — [Me @) + a MI A 
Posto 9, (0) ar a; ? ?. (0) an aia) 9, (0) = dis 9, (0) as 4,,3 si potrà supporte 
che sia 4,,4,, — 4,,4,, = 1, e sarà quindi 
ath 2 


9, (x)el(x) ae 7 
Si avra dunque 


a+ 


bi2 a+b 2 
ge pe), be IG), 


p(x) = 9,(x) [2b — (a+ ba] — (a + d)x 9, (x), 
q(x) = — AL — (a+ EXT + (a + Hr). 


Si potrà dunque scrivere 


C 


(10) 


a+b 3 


(11) N(x, y)=—e* [00M +4.0)¢@)] 


. esim - IE . a 
3. Denotiamo con F(x, y) la potenza n°" di composizione di F(x, y), ossia la 
funzione definita per mezzo delle relazioni 


F(x, 3) = FO, y), 


Fe n= [FG DFE b= f FG DELE) sd 





Posto 
(12) 6.6 ) = BOY 
perineo 

G, (x; y) — bi ci y) : 
dimostreremo che l’espressione 

y 
(13) [NG NGG px 
quando si suppone i 
a+ 2b 

(14) atb>o, a+26>5o TD 


tende ad un limite quando y tende ad o. 
Perchè siano soddisfatte le (14) è necessario e sufficiente che siano soddisfatte le 
ineguaglianze 


ui. a+ b>o. 


a ae 
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Cominciamo col considerare la (13) per n = 1. Si ha 
J Ve NGG Dax 
= 4 (2.0) [er ots + bar +20) f Pt bar). 
Essendo intanto 
Sea (ax + by)dx = (a + b)yg'(y) — byg'(0) — ag(y) + ag(o), 
esprimendo nel secondo membro g(y) per mezzo di 9,(y) si trova 
Se +e» 
=e? Leg, 0) at HE) — (+ y, ON + bay — an... 


Analogamente si trova 


(15) 


a i: i hi" (x)(ax + by)dx 
=e? (—a9,(y) + (a+ dyei(y) + (a+ 4979.0] — bay + aa. 


Tenendo conto di queste relazioni si ricava 





a+b 


[NG D GG dx = ya +0) e ,0)8/0) — 2.0)90)] — 
; — o.(y)(b4,,y — 4,,4) + 9,(y)(ba,,y — a,, a) 
=atb— = [0004.9 — a,,a) — 9,(y)(b4,,y — 4,,4)]. 


Siccome 9,(y) e 9,(y) tendono a zero quando y tende ad co, sarà 


(17) lim | NG, y) G(x, y)dx = a+ b. 
y= Jo 
Consideriamo ora la (13) per n N 2. 
Essendo 
3 
F(x, = f FG, DFE ne, 
si avrà ; 


fl N(x, y)F, (x y)dx = if "N(x, di il "F(x, &)F,_,(% y)dé 
= [RG paë [ NG, VE Ux a) ax. 


Essendo poi 


né È & 
— [NG NFO Ddx=9.0)f eax +08) +9,0) PAD 
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si avrà, tenendo conto delle (15) e (16), 
& 
— | NG, NF Dda 
9,9) ep. O- C+ O— +6? p, (6)]+-ba,,6—aa,,} 


+e,(y)fe  [-a0, ++ (E+ (a Eby, O]—ba,t-taa = —R(E, y). 


L’espressione di R(&, y) si trasforma facilmente, tenendo conto delle (10) e (11), 











nel seguente modo 


(18) RE, 7) = NE, y) + PE. y), 


a+b 


(19) se )=lt- de [,.0)2©—- 2.0028 
+ 9,(y)(4,,5 — aa) — 9, (y)(44,,8 — aa,,). 


Avremo cosi finalmente 


J NG 6.5 nds 


= {NG PG det f PE NG. vax 
per n N 3; € 
(x) [NG G.G y)de= [NG GG Ydxt SP, GG „ar. 


(20) 


Possiamo dunque dire che per n N 3 esisterà il limite per y = co dell’espressione 


[NG y)G, (x, y)dx 


se per y = co esistono i limiti delle espressioni 


y I y 
PNG NGG par e (PG NGG war 


Per n = 2, avendo già dimostrata la (17), ci resta da dimostrare l’esistenza del limite 
per y = co dell'espressione 


) 
P(x, y) G.(x, y)dx. 
Poniamo, per semplicità, i 


C2 


I 





Fund) ,=a-+.2b. 


Se 9(x) è un integrale qualunque della (7) si trovano facilmente le relazioni 


ites 4 Bigi) / 
TO EEE TORO] 


(22) NN 
Je rar = le" 00) — 20 39° 6) — 2h 
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Per mezzo di queste si ottiene 


fs + bye: o(x)dx 
a b die) a 
OT, 
Ponendo dunque 
(23) P(x, y) = — et [9,(9)9. (x) — 2.) 2, 
(24) #05 ¥) = 9.0) (a, — 20) 9,(y)(b4,,x — a.) 


dimodochè sara 
P(x, y) = P, (x, y) + P,(x. y), 











0" 9(y) $22 & ne — AC 


bi 























avremo 
y 
i LES y) oe y)dx 
bn a b AE a ua ba,, aa, 
y 2.0)|— (etz) AS pr 2,(y)+ c, me 
a RIO Mende ba,, aa, 
—2.0)| (tt + y— ae | 
a b 
oft) 
0) [a a, ONE 5 
sala pal 22 Pi \ J a1 Pa comin sem CD 


Sara dunque 
p 
lim f Pa, 9) G(x, y)dx 
ern 


de a RAV a+ 3b 
eat) - 09-9649 TEEDIETE ED) 


Si noti poi che l’integrale: 








y 
il P, (x, y) G, (x, y)dx 
si può mettere sotto la forma 


9 (y) y ey) yo 


dove h,(y) ed h,(y) sono polinomi di terzo grado in y. Avendo supposto 





a+ 2b 
a+b > 25 
il prodotto di un integrale qualunque p(y) della (7) per y° tende a zero quando y 
tende ad co, e perciò 


IP. GG pda 


tende a zero quando y tende ad co. Si avrà dunque finalmente 


lim i x x na le TL ore BR mu 
(25) lim / NC, 26, @ )dx=( +5|:-@ TRE Ts] 
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4. Passiamo ora a considerare la (13) quando n è un intero maggiore di 2. 
Osserviamo anzitutto che se o(x) è un integrale qualunque della (7) ed m un 
intero positivo o nullo, e poniamo 


(26) 1) = fe xed, 
sara 


LO=— fe xe") + 20,29 Id 


e da questa, per m N 2, si trova con facili trasformazioni 


I, )= ek yo (y) — mes y" (y) + 2me,1,,(y) + mm —1)1,,_,(9)]. 
Di qui si trae 
MCE Cr BP) — my" O1 + mm — DIL 


Questa formola di ricorrenza, insieme alle (22), permette di stabilire Ù seguente 


eguaglianza 


1,0) = e" O)P,0) +) 0, (D+ m: 


dove P,(y) e Q,_,(y) sono due polinomi in y, rispettivamente dei gradi m ed m—1, 
in ciascuno dei quali compariscono potenze di y i cui esponenti hanno tutti la stessa 
parità, c, è una costante che, oltre che da m, dipende da a, da be da 9(0) o da 9'(0), 


secondochè m è dispari o pari. Il coefficiente di y” in P,(y) € — ——. 
C, + 2MC, 


Osserviamo ancora che, denotando con F,(x, y) la potenza n*“"* di composizione 
di F(x, y) = ax + by, questa è un polinomio omogeneo di grado 2 — 1 in x ed 
ed y, cioè 


(27) Paes ve Be Die 2n— it = 


Si avrä dunque, ricordando la definizione di P (x, y) data dalla (23), 


nee DF. dx =—2)[ 2,0) fee, MEG pas 
eae: (x) F, (x, pas]. 


Si ha intanto 


Peer Dax = a. yO), 


dove I”(y) è cioè che diventa il secondo membro della (26) quando in esso si mette 


p,(y) al posto di 9(y). 


Si avrà dunque 


PACS pia Dial ra EI 0)+#0)0,. te. 
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dove con c,,, denotiamo cid che diventa la c, della (26) quando in essa si ponga 


9,(y) al posto di 9(y). 


Analogamente si trova 


J 20-21 
[ ANNONCES en CNT AG) AGE AG) 0-04 
dove c,, è definita per mezzo di 9,(y) come c,, lo è per mezzo di 9,(y). 
Possiamo dunque scrivere 


fe GE, CG, y)dx = e) +90) Ta (+ VEO), 


il ea (x) F(x, y)dx =e" [9'(y)5,,_,0) TON + FLO) 


dove S,,_,(y), PO) 72.0), T.,._.(7) sono polinomi in y, i primi tre di grado 


2n-— I 2n—I 


2n — 1 e l’ultimo di grado 2n — 2. 


Il coefficiente del termine di più alto grado in S,,_,(y) è il seguente 


2n— 


2n—1 al 


(28) ar i aan I r)c, 
Si avrà dunque 





il “P(x, 9) F,(x, y)dx =(b — AS, 0) £9,0) 72,0) — MP OL 


e, finalmente, 
(29) lim | PLC NGC dx =— Or... 
Si ha poi 
JPG DF. pds 
= 2,0) f Ga,x— 20,)F.(, )dx— 9,0) | Gar — aa,)F, (a „da 
i = 9,()) Æ O0) + 2,0) Kine Ds 


dove Æ,,,,(y) € K,,,,(y) sono due polinomi in y di grado 2m + 1, e sarà perciò 


DI 
lima if P.(x, y)G,(x, y)dx = 0, 
yoo o 


che, insieme alla (29), ci dà 





Poni 
lim == 
Je y e 





[Pos 26,6 Dax = (bad: 


La (20) ci permette dunque di asserire che se è # N 2 ed esiste il limite per y = 00 


della (13), esisterà anche il limite della stessa espressione quando al posto di # si mette 


n + 1. Avendo dimostrato la (25), resta dimostrato che la (13) tende ad un limite 
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quando y tende ad oo, e si ha per == 1 la (17), per n = 2 la (25) penna 
la seguente eguaglianza 
(n—1) 


y ji CAI 
(30) im f CED RENE ya Ru a ola 
5. È facile dare l’espressione del secondo membro di quest'ultima uguaglianza per 
mezzo di a e di b. 
Si avrà, per la (27), 


i 
Fe N= f FG NF De [oY opr y Gx + bed? 


2n—3 an) 2n—}3 gt—1) 


— b ba r ve + > x, - VTT Box 


= 2H TFT — I yao 21 — fT — 2 


2n—3 GIA al I) 
eS > (6 + a r ET r— si 
an (ener | 2N — LF — 2 


=0 





Si ha quindi 








LV: ror TON 


| b 
(ONU (n—1) 
x VERT x, | = 


2n—3 (n—ı) 2n—3 rn) 


a. (n) es 2 b r 


(n) SUV ——— A 


Xx == Rene A 
2n—2 = 2n —7r — 2° 2n—-I = 2n —r—I 


Se n e k sono due numeri interi e positivi e kN n — I, poniamo 


Ar a") 
JU Dae opere 


Sostituendo nel secondo membro alle «'” le loro espressioni per mezzo delle «%!- si 
trova 


A b 
J(n, k) = 26, É + 2(2k — 2n LE 3)c, pue c, + 2(2k — 2n + Ja) 


Posto 
b 


a 
Mera. oc, + 2(2k — 2n + 2)c, pere 2(2k — 2n + 2)6 ° 


J(n— 1, k). 














ed osservando che è 


JG; k) FR t(1, k), 
In, BY = COSTO 


Il secondo membro si può trasformare e si trova finalmente 


a “oT: (2k — 2r + 3)a-- (2k — 2r + 5)b 
EAN) mern et 3)c,][c, + 2(2k — 2r + 2)c]' 


si avrà 





Si osservi ora che la (30) si può scrivere 


lim / N(x, 6, y)dx = — (b— a) J(n —1, n — 2} 
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e che per conseguenza avremo 


[ [[Er-ns+@r+pM 
(31) lim | NG, 9) G(s y)dx=—(- + 


Te. + 2rc,) 


Y=0 








Si ottiene così la seguente relazione 


lim | NG, 9) G05 Wax 


y= 


(32) a 
Bi, È (2A) DIE ve a n 
=C+) Rodan NANA 


Prima di chiudere il presente n°, osserviamo che il limite della (13) per y = 00, quando 





I > 2b pre 

si fan = I, esiste più generalmente quando è + j pet Lorstesso limite, pet 
wa 20b ans 1 

qualunque, quando è I, nor 0 esisteunurer mar ernullo. meri mapa: 


perchè, come vedremo in seguito, quando si fa a = o l’espressione 


I y 
sy) N(x, y) Di (x, y)dx 


tende ad un limite finito e diverso da zero quando y tende ad co. 

6. I risultati fin qui ottenuti ci permettono di rappresentare la somma di una se- 
rie, soddisfacente a certe condizioni, con una formola analoga ad un’altra data dal BOREL 
per una serie convergente qualunque. 

Richiamiamo brevemente i risultati del BoreL, mettendoli in relazione con la teoria 
della composizione del VOLTERRA. 

Si consideri l’equazione integrale tipo VOLTERRA 


fO)=90) + | H@ Nada, 
nell’ipotesi che sia H(x, y) = 1. 
Chiamato M(x, y) il nucleo risolvente di quest’equazione, si ha 


Mi 


La potenza n°" di composizione di H(x, y) è 


Ela en | 





Si ha quindi 
y I REA cA gi I MEINER 
if BOX, ¥) 1. (x, Déx= eo (y — x) =] * ui agio 


e perciò 
° 7 I a —u n—I 
im f MG DAC Ds = il udu = 1. 
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Sia ora data la serie 
(33) DAME EE 


essa si dice sommabile col metodo esponenziale di BorEL quando, posto 


"I a 


FEE N SUNT 





e supposta questa serie convergente per qualunque x, esiste l’integrale Ni Papali Cx ee 
o 


tale integrale si assume come somma della serie °). 

Se la (33) è convergente essa è sommabile secondo BoreL e la somma coincide 
con la somma nel senso ordinario. 

Si può dunque dire che se la (33) è sommabile secondo Borer, la somma viene 


espressa dal seguente limite 


(34) im fe“ f(x) 


VS no 


o, ciò che è lo stesso, dal seguente 


(35) lim | EeW fly — x)dx. 


Je o 


Adoperando le notazioni introdotte al principio di questo n°, si può dunque dire 
che se la (33) è sommabile secondo BorEL, la somma viene espressa dal seguente 
limite 


y PA 
(36) lim | MG; PX 


\= © 


In particolare, se la (33) è una serie di potenze nella variabile x, 


(37) i 2 PA n e 
la f(x) corrispondente è 


22% AUX 


dat tt 


I ZA 


che, quando si fissa z, considerata come funzione di x, è una funzione intera se la 
(37) ha un raggio di convergenza non nullo. La funzione analitica di x rappresentata 
nel cerchio di convergenza della (37) dalla (37) stessa, viene rappresentata in una certa 
parte del piano della variabile z, che prende il nome di poligono di sommabilita, e che 


comprende il cerchio di convergenza della (37), dall’espressione Il ef) 


ciò che è lo stesso, dal seguente limite 


im "MC, 3) Ÿ ax HG pda 
y= o i= 





3) E. BoREL Leçons sur les séries divergentes (Paris, Gauthier-Villars, 1901) pp. 97-129. 
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Dei risultati analoghi si possono stabilire valendoci della (31). 
Osserviamo anzitutto che se F(x, y) è la potenza n°" di composizione di 
F(x, y) = ax + by, si trova facilmente, per x < y, 


(38) o LF.) LG — at 


eater tar, si ha. F (x, ee Fi (x, y) (a+ by No, e la 
(38) è soddisfatta. Se essa è soddisfatta per F , F,, , F.. sarà soddisfatta pure 
pet. Si ba, infatti 


% 
n—1 


y 
4 (x, y) En ieee (x, E) (as by) dé, 


e perciò sarà certamente F(x, y) N 0; inoltre si avrà 





2 ead as 29 
a )<bf cas DIN TOMATE aa G— x)" "dé 


b n 
= 0-9 | 


Data allora la serie (33), formiamo laltra serie 


(39) DE CE CARD 


dove poniamo 


CAES y) G, X 
era à ED 
im | NG, 9)G.G „dx 








I termini della (39) non superano, in valore assoluto, i termini dell’altra serie 


> lame C29) ont? 


DAT 


e perciò anche quelli della seguente 


= 2 b" 


Il rapporto tra il termine di posto n—1 e quello di posto n nella (40), tenendo conto 
della (32), è il seguente \ 


b |, + 2(2n — 2)e ][e, + 2(2n — 1)c] 
n (a+b[@a-ı)yat@ntı)] | 


He, 


U 
n 











(41) 


U +: 


, per n sufficientemente grande, si mantenga minore di 


hb 


una quantità h, il rapporto (41), per n sufficientemente grande, sarà minore di — — 


a 


Se supponiamo che 
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Se questa quantità è minore di 1 la (40) converge, e perciò converge anche la (39). 
(È però da osservare che allora anche h è minore di 1 e la (33) converge assoluta 
mente). 

| Supposta soddisfatta l’ineguaglianza 


(42) PRA DITA < 1, 


avremo 


> a Ca > 
(43) ip N(x, yd, K, (x, y)dx = Zu f N(x, y) fiv (x, y)dx. 


Se il secondo membro di questa eguaglianza converge uniformemente per y sufficien- 
temente grande, il primo, quando y tende ad oo, tende alla somma della (33). La con- 


Koos 


vergenza uniforme del secondo membro si presenta, per esempio, quando n si 











mantiene limitato. 
Infatti, posto per semplicità 


LO=[ NE DES Mes 40 f Pos NE 1-0 


dove P(x, y) è definita dalla (19) e à, dalla (28), si trova facilmente, tenendo conto 


della (20), 
kn (I) = om Oe HO) ah 


Ricordando le definizioni di P (x, y) e P,(x, y), date dalle (23) e (24), abbiamo 








> 3 
0) = f PG DE G dx + [PG DEC „da 
Possiamo intanto supporre, per quanto abbiamo stabilito al n° 1, che le funzioni 
o (x) e 9,(x) che compariscono in P (x, y) siano positive per x sufficientemente grande 
(x N &); allora, essendo ©! (x)9, (x) — 2 (x) 9,(x) = e, 2 gard, per Ape anes 


p,Cx) __ 22) 
P.(x) 9,09) 


per x NS a ed y> x sarà negativa. Avremo pe essendo per la (38), 


E GDS da 


7 2 
/ P(x, y) K,(x, y)dx IL y)dx, 
e siccome l’integrale del secondo membro tende ad un limite finito quando y tende 
ad co, si potrà determinare una costante A > o, indipendente da r, tale da avere 


[PG »&.6 ps 





una funzione crescente di x, e perciò P (x, y) = (b —a)e** 9,(y) 9, (x) ( 


2n—I 





a 


by 
Saggi 





a a —— 
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Si ha poi, indicando con H una conveniente costante positiva, 


DR 
= era Le 0) + 9. (0) 





(44) fP.G DE G pds 





e siccome 9,(y) € 9,(y) tendono a zero quando y tende ad co, possiamo dire che, de- 
notando ancora con A una conveniente costante positiva indipendente da r, si avrà, 
per y sufficientemente grande, 


PRC by? 
hee ayia 





| P.G DEG ds 





Si ha poi 





[ P 2 (3 WAG; y)dx 


è’ 





a È ile (E) + 9.0). 0). 





dove h (y) e h,(y) sono polinomi di secondo grado in y i cui cocfficienti sono numeri 
positivi che non dipendono da r. Siccome ©, (y)y? e 9,(y)y* tendono a zero quando 
y tende ad co, possiamo finalmente concludere che si può determinate una costante 
positiva A, indipendente da r, tale da avere, per y sufficientemente grande, 


2 
Tua 


Possiamo dunque dire che, denotando con B una conveniente costante positiva, 


b' 
OS en 


si avrà 


lan 


Il termine generale della serie che comparisce nel secondo membro della (43) non 
supera dunque il prodotto della costante B per la quantità 


la, | Da hr 3 
I, (2 (r Kan BYE SEN Ris) . 


n si mantenga limitato, si può asserire che il detto termine 





| 
u 
Se si suppone che Ex 
| 4 
AONE. 


generale non supera, in valore assoluto, il prodotto di una conveniente costante per la 


TRI b’ I 
nil, (Se Dia ee) ì 
che si può considerare come il termine generale di una serie convergente i cui termini 


sono funzioni decrescenti di y, e perciò uniformente convergente. 
Possiamo dunque dire che nell’ipotesi fatta si avrà: 


ÿ © 
(45) "= im | NG > MEG, „da, 


dove il secondo membro & analogo alla (36) od alla (35). 





quantitä 





co 


Ÿ 


n 


Il 
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Se poi si pone 


ay a 
k= [NG SK yds), 
si può scrivere i 
% 150 
(46) PURES / k(x)dx, 
Ken vo 
ed in questa il secondo membro & analogo alla (34). 

In particolare, se le (45) e (46) si applicano alla (37) si può avere, in casi par- 
ticolari, la rappresentazione di una funzione analitica. Le (45) e (46) non possono forse 
avere l’importanza delle corrispondenti di BoreL, perchè le condizioni sufficienti alla 
loro validità, che abbiamo dato avanti, assicurano la convergenza della (33), e se ap- 
plicate alla (37) assicurano che questa rappresenta una funzione intera di z. Noi qui 
le diamo semplicemente perchè ci sembra che abbiano un interesse teorico, in quanto 
ci fanno prevedere che ci possa essere un legame tra una teoria più larga di quella del 
Borex e quella della composizione di prima specie del VoLTERRA, e forse l’esempio 
che qui trattiamo, e che abbiamo scelto a caso, potrebbe aprire la via ad una serie di 
ricerche importanti. 

Osserviamo poi che, se poniamo 


nate: G, (x, y) 


+ [Pls 96.6 dx 





dis (x, y= TOR 





Bf CO 
si può vedere facilmente che l’espressione Ni ata, DIRE I (x, Y)dx per 


tende alla somma della (33), quando è soddisfatta la (42). In particolare si avrà 


(47) Diele lim i DDC ls or 
n=1I J=H=Ce/ 0 n=I 


in un conveniente cerchio col centro nel punto 7 = 0, quando la serie del primo 
membro ha un raggio di convergenza non nullo. Si potrà anche scrivere nel detto cerchio 


eal 


a,x = Ve dx, 


dove f(y, x) è la derivata rispetto ad y della funzione sotto il segno limite del secondo 
membro della (47). 

7. Possiamo aggiungere ancora qualche cosa sulle applicazioni dei risultati del 
presente lavoro. 

Si definiscano M(x, y) ed H, (x, y) come al n° precedente, e sia f(x) una fun- 
zione definita per tutti i valori di x non minori di un numero fisso, per esempio per 
x D 0, e limitata in ogni intervallo finito. 








SOPRA UNA RELAZIONE FRA LA TEORIA DELLA COMPOSIZIONE DI PRIMA SPECIE, ETC. 223 


—r—_—_——_—_—m—__——__—_______y_z________—mm__—_—_—m———m——_——ém@ en aes Sete ee ee nn ae One een ee eee 


Si ponga f( cc) = lim f(x), quando questo limite esiste, ed 











f(e)= im | $3) MC, WH, y)dx, 


quando esiste questo secondo limite. ‘Si vede subito che quando esiste il primo limite 
esiste anche il secondo ed è uguale al primo. Si ha in particolare un metodo per defi- 


nite la somma di una serie divergente, a, + a, + a + ---, ponendo f(x) = Dae 


gin Zx 
intendendo che la somma sia estesa a tutti i valori di m che rendono la funzione cre- 
scente e positiva di y, g(y), non maggiore di x. Di tale metodo mi sono occupata in 
altro lavoro *); ed esso è equivalente ad un altro introdotto dal Rresz. Se si prende 
g(y) = log y, il detto metodo è equivalente a quello della media aritmetica di CesAro 
di ordine n. 
In modo analogo, lasciando a P. (x, y) e T,(x, y) il significato che hanno nel n° 
precedente, si può definire f( cc) ponendo 


(48) f(<)=lim [GP G DT. GS yd 


quando questo limite esiste. Siccome P (x, y) è negativa a partire da un certo valore 
di x, qualunque sia y > x, e siccome, d’altra parte, abbiamo per la (44) che, deno- 
tando con c un numero positivo qualunque, si ha 


im 1P.G, IT, )dx=o, 
SEA 


possiamo dire che se esiste il limite di f(x) per x = co, esisterà, e sarà uguale ad 
esso, il limite che comparisce nella (48). Si ha così un metodo, che credo nuovo, per 
definire la somma di una serie divergente. 

8. Supponiamo ora che in F(x, y) = ax + by sia a= 0: supporremo senz’al- 
tro b = 1. Denotando ancora con N(x, y) il nucleo risolvente dell'equazione integrale 


A J 
10)=20)+ f FG Deda, 
con F(x, y) la potenza n°"" di composizione di F(x, y) e ponendo 


R DOO y) 
n (x, y) we De ) 
dimostreremo la seguente relazione 


| 
(49) im f NG, RG y)dx = 1. 
Rittal n 


4) P. NALLI, Sulla sommabilità delle serie, con particolare riguardo alle serie di DiricHLET [Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLII (1917) pp. 61-72]. 
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Si trova intanto facilmente 





dati FATA) 
Fi(x, 9) =) v2 ‘(n 2, 
e perciò ; 


y?—x 


N (69) DER, a 7 


Cominciamo col dimostrare la (49) per n= 1. 
Si ha 


y2—x? 


) | VITA 
[NG y) R(x, ydx= foe ‘ya: 


x? 1? 


Il secondo membro è il quoziente delle due funzioni f e’dx ed ey 


* 0 


=" ‘che (perline 
tendono tutte e due ad oo: applicando la regola di L’HosprraL si trova che il limite 
del quoziente è l’unità; la (49) è così dimostrata per n = 1. Pet dimostrarla in gene- 
rale, supponiamola vera per R,, R,, ..., R,_,: faremo vedere che allora essa è vera 


n 


ancherperun.e 
Si ha 


Sa ae I 


{NG DRG Dax = € A di 





y? 


y Cy Eee en 
a (m ax 1)! 


Anche qui si può applicare la regola di L’Hospirar: la derivata della prima funzione 





dx ed ey: 


qui il secondo membro & il quoziente delle due funzioni [ 


4? 


ey aci VISA GE a I dx, la derivata della seconda è e° (1 — y7?) e quindi la (49) 


è soddisfatta se è soddisfatta la relazione 





y? 
eA ees 
ui 1— y )ye si MSI Ai Ph à 
( 5 N N 4 2 CA er 2)! ) 
che, ne è valida, perchè si è supposto che la (49) è vera quando al posto 
di n si mette n — 1. La (49) è dimostrata così in generale. 


Us 


9. Supponiamo ora che la serie (33) sia tale che il rapporto per n sufh- 








cientemente grande si mantenga minore di una quantità h, allora la serie 


= u,R,(x, y) 


n=1 


converge qualunque siano y ed x, e, fissato y, converge uniformemente rispetto ad x 
nell’intervallo (0, y). 
Supponiamo h < 1: allora la (33) converge: dimostreremo che si ha 


(50) Dee im fo NG; 9) Du, R,(&, ya. 


i= 7 
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Infatti, poniamo per semplicita 
i 
eG) = | NG DRG war; 


fissiamo «> o e denotiamo con m, il massimo valore di 9,(y) per y «x, ovvero po- 
niamo m,==1 se per qualunque yNe è 9 (y) { 1. Sarà quindi m, N I. Denotiamo 
poi con / un numero maggiore di 1 e non minore del limite superiore di tutti i nu- 
eee (ni 1) 2,:3,0-..) (limite: superiore che è certamente \finito), e di) m,. 
ere sardo nm —='p (a), e perciò wn < L'ovvero m, —=9,(y,), essendo 
y, un punto interno all'intervallo (x, oo). ii 

In questo secondo caso, in y, si annulla la derivata di 9,(y), che, supposto 


n N 2, è la seguente 


— 8.0) + 22) + 8.0) 


Si avra dunque 


PO Ce) 


m, = ; 


Joao 





G 


e perciò, posto 





SEN NA 


Si avrà dunque che m, non supera il più granae dei tre numeri: 1, I, cm, , 
n n—J 


ossia il più grande dei due numeri I, cm,_,. Applicando lo stesso risultato ad m,_,, 


I 


si può dire che m, non supera il più grande dei numeri /, lc, m ossia, essendo 


n—2? 
ce > 1, il più grande dei due numeri Ic, c°m,_,, e così via; si arriva finalmente alla 


LE SE) n—2 


conclusione che m, non supera il più grande dei due numeri Ic", c""’m,, ed es- 


n—2 
. 


sendo m, < 1, concludiamo che m, non supera il numero Ic Ora si osservi che 


c è maggiore di 1, ma, scegliendo « sufficientemente grande, si può rendere pros- 


ms 


simo ad I quanto si vuole, e perciò, se si suppone che finisca col mantenersi 








n 


© 
minore di una quantità h < 1, si può dire che la serie > u,9,(y) converge uni- 


n=I 
formemente nell'intervallo (k, co), quando si sceglie k sufficientemente grande. Ne 
viene che l’espressione 


x 


J co co 
i N(x, I u,R, (x, y)dx = 2 tn a (9) 


quando y tende ad co tende alla somma della (33), cioè resta dimostrata la (50). 
In particolare, si avrà 


co. 4 y oo 
(51) Yag=lm {N(x 9) 5 a,2R(x, yd 
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in ogni punto z dove il primo membro converge; se il primo membro converge in : 
qualche punto la serie > a,z"R,(x, y) converge qualunque siano x, y, e x. L’espres- 
n=I 


sione che comparisce nel secondo membro della (51) presenta dunque una perfetta 

analogia con la (36) di BorEL e forse, come questa, potrebbe servire a rappresentare 

la funzione analitica definita dalla serie > 4,x" in qualche regione più vasta del cer- 
n=1I 


chio di convergenza della serie. 

Concludiamo osservando, che, anche nel caso in cui è a=0, è valida la (29) ed 
in corrispondenza la (47) e la (48). Ma siccome nel caso in cui è a — 0, diversa- 
mente di quanto succede per a < o, si ha, qualunque siano x ed y, N(x, y) > 0, si 
può, in modo analogo alla (48), definire f( ©) per mezzo della relazione 


J 
fo) = im fF) NG RG „dx, 
ARE fe 
e si avrà anche qui 
toc) tin) 


quando questo limite esiste. 


Palermo, novembre 1916. 


Pra Na ve 
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SULLA CURVATURA DELLE SUPERFICIE E VARIETÀ, 


Memoria di Francesco Severi (Padova). 


Adunanza del 25 febbraio 1917. 


In questo lavoro rielaboro, da un punto di vista più geometrico del consueto, la 
teoria della curvatura delle superficie e varietà. 

Lo spunto per tale rielaborazione mi venne da un'osservazione che mi capitò di 
fare parlando col Collega Prof. Levi-Civita dei notevoli risultati da lui or ota otte- 
tenuti nella Memoria: Nozione di parallelismo in una varietà qualunque e conseguente 
specificazione della curvatura riemanniana, pubblicata in questo volume dei Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo *). 

L'osservazione cui alludo si riferiva a ciò: che il concetto di parallelismo fra di- 
rezioni, entro una varietà V,, a metrica qualsiasi, introdotto con felice idea dal Collega, 
poteva presentarsi sotto una forma geometrica affatto indipendente dallo spazio euclideo 
Sy in cui la W, è immersa, restando così a priori manifesto il carattere intrinseco di 
quel concetto, rispetto alla data varietà; cosa che al Levi-Civrra risulta a posteriori 
dalle equazioni differenziali, che esprimon il modo di variare di una direzione parallela 
ad una data, lungo un assegnato cammino (cfr. col § 3 di M.). 

Il desiderio di scorgere sotto un aspetto geometrico elementare, spoglio il più pos- 
sibile da sviluppi algoritmici eleganti, ma tuttavia complessi, i rapporti concettuali che 
conducono alla bella definizione data dal LevrCivira, per la curvatura riemanniana 
d’una V,, mi ha poi spinto a ristudiare la cosa ab imis anche per le superficie, posto 
che la definizione intrinseca ch'io davo del parallelismo fra direzioni, induceva appunto 
a ricercar sulle superficie i rapporti essenziali in questione. 

D'altronde a rielaborar da un punto di vista più sintetico la teoria della curvatura 
delle superficie, mi spingeva pure il desiderio di giungere ad un’interpretazione geome- 
trica della definizione di curvatura d’una varietà, data originariamente dal RIEMANN =; 


1) Citerò nel seguito con una M. la Memoria del Levi-CivitA. 

?) Non mancan di certo pregevoli esposizioni geometriche della teoria della curvatura totale delle 
superficie; ma io dovevo piegar la mia trattazione a particolari esigenze, in vista degli scopi che mi 
proponevo per le varietà. 
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Tutto ciò spieghi perchè mi sia indotto a ripercorrere un terreno ormai illustrato 
in tutti i suoi dettagli, da Memorie e da Trattati classici. 

Debbo ora esporre, in brevi cenni riassuntivi, il contenuto di questo lavoro. 

Premetto anzitutto alcuni richiami alle coordinate geodetiche polari, sopra una su- 
perficie qualunque S, ed a certe altre coordinate, usate qua e là da vari Autori, ed in 
ispecial modo dal Riemann, e ch'io — dovendo nominarle spesso — mi permetto di 
chiamare coordinate cartesiane curvilinee, perchè si esprimon per le coordinate polari 
mediante le stesse formole, che legan nel piano coordinate cartesiane e polari. 

Nel n° 2 collego la considerazione delle coordinate geodetiche polari ad un modo 
speciale di riguardare una superficie qualunque S, come la deformata di un velo piano, 
originariamente tangente ad S in un punto P, inenstendibile lungo le rette per P ed 
elastico lungo i circoli di centro P. Nella deformazione un parallelogrammo, avente un 
vertice in P, si trasforma in un quadrilatero P QP’ Q' che chiamo di Riemann (N° 9), 
perchè la definizione riemanniana di curvatura, nel caso delle superficie, s’interpreta ap- 
punto nel modo seguente (n° 9): 

Indicata con A l’area POP'O' e con K la curvatura totale di S in P, supposto 
che il quadrilatero si contragga indefinitamente verso P, viene: 

2 ’ 12 





Questa definizione geometrica di K, presenta però lo svantaggio, rispetto a quelle 
più sotto indicate, che, per quanto semplice e suggestiva, non è intrinseca. 

Per ottenere espressioni limiti intrinseche della curvatura d’una superficie, ed in 
particolare l’espressione mediante elementi metrici di un quadrilatero di LEVI-CIVITA 
(parallelogrammoide, come lo chiama lA.), cerco di ridurmi al caso d’una sfera (reale 
od imaginaria), provando che, per giungere alle espressioni limiti desiderate, è perfetta- 
mente lecito, di fronte all'ordine infinitesimale delle quantità che entrano in giuoco, di 
sostituire alla nostra superficie una sfera. 

Ognuno ravviserà l’analogia di questo procedimento con quello che si segue nella 
Geodesia, allorquando in un ordine d’approssimazione soddisfacente per la pratica, si 
sostituiscono alle figure geodetiche tracciate sopra una zona non troppo estesa dell’ellis- 
soide terrestre, figure geodetiche tracciate sopra una sfera di raggio conveniente. 

In sostanza io non faccio che precisare con un’analisi un po’ accurata (n' 3, 4), 
rispetto a quali ordini infinitesimali è lecita la sostituzione di elementi metrici di un 


intorno d’una superficie qualunque S, con elementi metrici d’una sfera 5. E trovo così 
che alle lunghezze degli archi geodetici tracciati su S, si posson sostituire le lunghezze 


di archi di circoli massimi di $, a meno di quantità del 4° ordine *); che agli angoli 


di S si posson sostituire gli angoli di S a meno di quantità del 3° ordine; etc. 


3) Non basta, per concluder ciò, osservare che i ds? delle 5, S, sotto la forma geodetica, comin- 
ciano a differire dal 5° ordine in poi (cfr. col n° 4). 
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Concludo in tal modo che sopra una superficie qualunque vale, in seconda appros- 
simazione, la trigonometria sferica (K > 0) o pseudosferica (K < 0). Nel suo com- 
plesso la trigonometria sferica o pseudosferica si trasporta a meno di quantità del 3° 
ordine, ma speciali relazioni si trasportano a meno di quantità del 4° ed anche del 
5° ordine. 

Passando ad applicare tale conclusione alla teoria della curvatura gaussiana, trovo 
subito per questa, sia l’espressione mediante il rapporto tra l’eccesso e l’area di un 
triangolo geodetico infinitesimo (Gauss), sia l’espressione (contenuta implicitamente in 
una relazione che s'incontra in DARBOUX): 

Da VIS Dite td 
n pesa Um FT a 
ove K è la curvatura di S in un punto A e b, c son le lunghezze dei cateti, a la 
lunghezza dall’ipotenusa di un triangolo geodetico ABC, rettangolo in A, il quale si 
contragga indefinitamente verso A. 
L’espressione della curvatura di S nel punto P: 


PO’ — pal Si 


(1) Ko lim x 3 


cui si perviene con Levi-Crivira, mediante un parallelogrammoide POP'O' d'area A 
— figura costituita da due archi geodetici uguali PP’, QQ’ formanti angoli corrispon- 
denti uguali ad un medesimo ©, colla geodetica P Q (base) e dall’arco geodetico P' O' 
(soprabase) — vien qui ritrovata mediante elementari proprietà geometriche della sfera 
(8) 

Poichè alla soprabase geodetica P’ O’, colla quale si chiude il parallelogrammoide, 
si può sostituire un arco qualunque, infinitesimo cogli altri lati del quadrilatero (vedi 
il § 18 di M. ed il n° 8 di questo lavoro), così la stessa espressione di K vale se si 
prende come soprabase un arco di equidistanza geodetica, obliqua secondo w, da PQ. 

Per le superficie a curvatura costante, le linee di equidistanza obliqua da una data 
geodetica, coincidono colle linee ad essa geodeticamente parallele, e la curvatura X ri- 
sulta espressa dalla formula 


Bu N GN 


K na A? ? 





ove POP'O' è un qualunque parallelogrammoide finito, d’area A, chiuso da una so- 
prabase geodeticamente parallela a P Q. 

Ritornando alle superficie a curvatura variabile, trovo che l’espressione limite (1) 
vale anche quando si riferisca ad un quadrilatero geodetico P QP’ O', rettangolo in P, 
in Q ed in P’. Sopra una superficie a curvatura costante (piano non euclideo) un tal 
quadrilatero riducesi alla figura fondamentale della geometria piana di LAMBERT, come 


il parallelogrammoide geodetico di Levi-Civira, per © = Si riducesi ad un quadrila- 


Peri 


tero birettangolo isoscele, figura fondamentale della geometria piana di SACCHERI, 
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Per completar la considerazione dei quadrilateri che, sopra una superficie, conser- 
van qualcuna delle proprietà caratteristiche dei parallelogrammi euclidei, prendo in 
esame anche un quadrilatero PQP’Q' racchiuso da 2 archi geodetici PO, PP’, for- 
manti un angolo w, e da due archi PO’, QQ’ di equidistanza obliqua, secondo a, ri- 
spettivamente da PQ, PP’. 

Un quadrilatero siffatto non dà però luogo ad alcuna espressione di K analoga 
alle precedenti, perchè ha i lati opposti uguali, a meno di quantità del 4° ordine. Dal 
punto di vista delle lunghezze dei lati, esso rassomigliasi perciò ad un parallelogrammo 
euclideo più degli altri quadrilateri sopra considerati. 


> hs 3 T . . 1 . 
Tuttavia se, limitandoci al caso =, nel qual caso il quadrilatero è racchiuso 


da due geodetiche ortogonali e da due linee ad esse geodeticamente parallele, si consi- 
dera il quarto angolo y (non retto) dal quadrilatero e la sua area A, si ottiene per la 
curvatura K di S in P, l’espressione: 


n 


dv 





AE Y 
RAN OB 

A lin Ra 
analoga alla 


= 
iv 


Fab phi 
| 2 





K = lim 








/ 


cui si perviene mediante il quarto angolo y di un quadrilatero di LAMBERT (n° 9). 

Nel Capitolo secondo, applicando alle varietà i risultati precedenti, dò anzitutto la 
interpretazione geometrica della definizione originaria di RIEMANN per la curvatura K 
di una varietà W,, secondo un’assegnata giacitura. Una volta fatto derivar, per defor- 
mazione, lintorno di un punto P di V,, dall’intorno del punto stesso nello spazio eu- 
clideo S, ivi tangente a W,, considerando lo S, come inestendibile nelle direzioni delle 
rette tangenti in P e come elastico nelle direzioni delle ipersfere di centro P, la circo- 
stanza che un piano di S,, passante per P, si muti in una superficie geodetica di V 
permette di trasportar subito alle varietà la formola già stabilita per le superficie. 

Passo quindi ad esporre la definizione geometrica intrinseca, cui già ho alluso in 
principio, del parallelismo fra direzioni: Dati sopra Y, due punti À, A,, infinitamente 
vicini, ed una direzione (£) uscente da A, la direzione (£) parallela a (É), condotta 
per 4,, è quella che, sulla superficie geodetica di centro A, individuata dalle direzioni 
(6), (4 4,), forma colla geodetica AA, un angolo (corrispondente) eguale a quello for- 
mato da (€) colla geodetica stessa. 

E dimostro la coincidenza di questa definizione con quella del Levi-Civira, perve- 
nendo di nuovo, in modo autonomo e intrinseco, alle equazioni differenziali, che reg- 
gono il problema del parallelismo. 


) 


La definizione esposta mi consente di trasportar senz’altro alle varietà la espres- 
sione della curvatura mediante un parallelogrammoide (n° 14). 
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Aggiungo alcune semplici considerazioni geometriche dirette a ritrovare le proprieta 
fondamentali del parallelismo fra direzioni (n' 12, 13). 





GRPITOVOrL 


Sulla curvatura totale delle superficie. 


I. Richiami concernenti le coordinate geodetiche polari. Coordinate cartesiane curvi- 
linee. — Sopra una superficie S fissiamo un sistema di coordinate geodetiche polari (p, 9), 
avente per polo (9 = 0) un punto P (regolare) di S e per asse polare una geodetica 
(9 = o) uscente da P 4). Considerata per P un’altra geodetica, il cui verso positivo 
formi col verso positivo della precedente l’angolo ©, compreso fra o e x, poniamo:' 


sin (wo — 8) ai or sin 9 





(2) 117 


sin © ‘ sin © 


Da queste si ricavano le o, 9 come funzioni regolari delle #, v in tutto l’intorno 
di P (eccetto in P stesso). Si ha precisamente: 





Vv sin © 





Vu Lu auvcosa, sind = —= — 
i APE Vu tv? + 2uvcoso 





(3) 


usin ©) 


Vu + v + 2uvcose’ 








sin (© — 9) — 


ove pel radicale si accetti il segno +. 

Le u, v si posson pertanto assumere come coordinate di un punto M variabile 
nell’intorno di P: nel seguito per brevità le chiameremo coordinate cartesiane curvilinee, 
per evidente analogia colle ordinarie coordinate cartesiane nel piano. 

Esse presentan il vantaggio, rispetto alle coordinate polari, che la corrispondenza 
fra i punti dell’intorno di P e le coppie di valori di #, v, è biunivoca senza eccezione 
anche in P. Ed è appunto questa circostanza che ne rende opportuno l’uso pei nostri 
scopi ulteriori. 

Il quadrato dell’elemento lineare di S, espresso per le coordinate p, 9, è dato da 


(4) ds? = de’ + Gadd’, 


ove la funzione G(p, 9), sviluppata secondo le potenze ascendenti di p, nell’intorno di 


4) Vedi ad es. L. BIANCHI, Lezioni di geometria differenziale, 2° edizione (Pisa, Spoerri, 1902), 
vol. I, pag. 194. | 
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piro, e del tipo: 5 
(5) Gar(s—-Se+-), 


K essendo la curvatura totale di S nel punto P 5). 
Dalle (2), differenziando e risolvendo rispetto a dp, d0, si traggon le 


do = cosddu + cos(m — 9)dy, 





BEN ER sin 4 PAU sin (a — De 
p p 
e sostituendo in (4), si ha l’espressione del ds? rispetto alle u, v: 
(6) ds = E'du° + 2F'dudv + G’dv, 


con 





E' = 1 + (> = r) sin 9, F = coso — (= — r) sin 9 sin(w — 9), 


G=i+ (= — r) sin’ (u — 0). 

P 

2. Una superficie qualunque considerata come la deformata di un velo piano intessuto 
con un fascio di fibre rettilinee inestendibili e con un fascio di fibre circolari elastiche, — Le 
coordinate geodetiche polari, su di una superficie S, conducono spontaneamente alla 
considerazione di una corrispondenza biunivoca fra i punti della S ed i punti del piano 
S, tangente ad S nel polo P, sul qual piano si assuma un sistema di coordinate polari 
(p,, 8), avente il polo p, = 0 in P e l’asse polare 9, =0 tangente alla geodetica 
8 — o. Si posson allora associare due punti di S, S,, che abbian le stesse coordinate 





polari = 2, 9 = 0,) 

In questa corrispondenza ai circoli del piano col centro in P, rispondon i circoli 
geodetici della superficie col centro pure in P. La corrispondenza può quindi fisica- 
mente realizzarsi così: 

S’imagini il piano S, come un tessuto formato mediante due fasci di fibre: le une, 
inestendibili, che son le rette passanti per P, le altre, elastiche, che son i circoli di 


° ordine, si può 


centro P. Tenuto fisso il punto P di S, ed il relativo intorno di 1 
allora deformare il tessuto finchè venga a sovrapporsi ad S, per modo che le fibre ine- 
stendibili si adattino, ben tese, sulle geodetiche di S per P, con che le fibre elastiche 
s’adattano spontaneamente sui circoli geodetici di centro P. 

Se su 5, si scelgon due assi cartesiani u,, v,, formanti l’angolo w, coll’origine in 
P e coll’asse v, = 0 coincidente con 9, = 0, ad ogni punto del piano, di coordinate 


U,, v,, corrisponde su S, a deformazione avvenuta, un punto avente le medesime coor- 





5) Vedi ad es. BIANCHI, loc. cit. 4), pag. 196. 
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dinate cartesiane curvilinee (u = u,, v = v,), rispetto alle due geodetiche u, v, defor- 
mate delle rette #,, v,. 

È appena necessario di avvertire che, invece di tener fisso P ed il relativo intorno 
di 1° ordine, cioè un circolo di raggio infinitamente piccolo, col centro in P, si può, 
nel sovrapporre S, ad S, tener fisso P e portare a coincidere una prefissata delle fibre 
elastiche circolari, col circolo geodetico di S, avente lo stesso raggio. Se a deforma- 
zione avvenuta, si vuole che ogni punto abbia conservato i valori iniziali delle coordi- 
nale polari e cartesiane, basterà operare in modo che i due punti della fibra circolare 
piana, corrispondenti a, = o e a 9, =, vadano a sovrapporsi ai punti del circolo 
geodetico, corrispondenti agli stessi valori di 0. 

Questo modo di considerare un intorno superficiale qualunque, come deformato 
d’un intorno piano, ci gioverà in seguito per illustrare la definizione riemanniana di 
curvatura d’una superficie o varietà. 

3. Proprietà della corrispondenza biunivoca che nasce fra una superficie ed una sfera, 
associando le coppie di punti colle stesse coordinate cartesiane, — Gli stessi sistemi di coor- 


dinate, polari e cartesiane, definiti per S nel n° 1, li considereremo sopra una sfera S 


di raggio (reale o imaginario, finito od infinito) R = ——, assumendo ivi come polo, 
VK 


O rispettivamente origine delle coordinate, un punto P. Conserveremo per la sfera le 
notazioni del n° 1, salvo che ogni simbolo letterale ad essa riferito, sarà sopralineato. 
er 
R 


9=o, così che la funzione G viene espressa da 


Perglastera. è la colatitudine dal polo P e 6 la longitudine dal meridiano 





à LATE es 
G = R’sin? = L— pt... . 
R 3 

E quasi superfluo di avvertire che, quando K sia negativa, e quindi R=iR’, con 
R' reale, si dovrà assumere come modello reale della sfera imaginaria S, una superficie 
pseudosferica di raggio R’, per la quale: 


ah ks 
de (ix sin ae | = RY sinh À. 

Con quest’ayvertenza le ulteriori considerazioni valgono anche per K <0, ad 
elementi reali di S corrispondendo sempre elementi reali della superficie sferica (o pseu- 
dosferica) su cui vogliamo rappresentare S. 

Fra i punti di S ed i punti di S, si può porre una corrispondenza biunivoca, 
chiamando omologhi due punti di S, S pei quali u= u, v=v e quindi p=, 9=0. 
In questa corrispondenza le geodetiche di S uscenti da P (curve 08 = cost.) saranno 
mutate in geodetiche di S per P, mentre alle altre geodetiche di S non corrisponde- 
ranno necessariamente geodetiche della sfera. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 31 marzo 1919. 30 
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Assunti ora due archi finiti corrispondenti AB, AB sopra linee omologhe, appar- 
tenenti agl’intorni di P, P, vogliamo valutare l'ordine di grandezza della differenza fra 
le lunghezze di quei due archi, rispetto all'ordine di grandezza degl’intorni stessi. 

Perciò scriviamo anzitutto: 

(8) u = EX, VEY 
e quindi: 





a SIE Oy CDN D — px ty + 2xycoso, 
ove e è un parametro positivo determinante la grandezza dell’intorno (si può ad es. 
pensare che lintorno di P sia l'insieme dei punti interni ad un circolo geodetico di 
raggio e, col centro in P). Quanto alle x, y, esse son due nuove variabili numeriche, 
che assumeremo a coordinate del punto mobile M. 
Analogamente sulla sfera porremo : 


H—EX, vey, p=ed, 
per guisa che all’intorno di P, avente l’ordine di grandezza e, risponderà sulla sfera 
un intorno, di centro P, avente lo stesso ordine di grandezza. E per due punti omo- 
loghi di coordinate (x, y) (x, y) si avrà x = x, y=Yy 
Il quadrato dell’elemento lineare di 5, rispetto alle nuove coordinate x, y, s’ottiene 
dalla (6), mediante le (8); e viene: 





(9) oe 
COLL | 
(10) ds — VE dx +-2F'dxdy + G''dy, 


ove E", F", G!' son le funzioni risultanti da £', F’, G' mediante la sostituzione (8). 
Si noterà che i coefficienti della forma quadratica ds’ non contengon più il fattore e, 
che essi son funzioni regolari di x, y, e, anche per e = 0, e che inoltre il discrimi- 
nante E” G''— F"?, per x, y, e reali, è essenzialmente positivo in tutto Pintorno con- 
siderato, ed eguale a sin° © per e = 0. 

Ne deriva che — ove si scelga nella (10) il segno + del radicale — lungo una 
linea limitata AB, di lunghezza finita J, su cui sia contato arco’ s, da A wersOmes 


; | Di 5 
resta definita dalla (10) una funzione essenzialmente positiva 5, uguale ad — . 
e 


Analoshe considerazioni si sottintendono sulla sfera S, ove indichiamo con AB 
8 
arco omologo di AB e con 1 la sua lunghezza. 

Ciò premesso, ricordando gli sviluppi di G, G nell'intorno di è=0=0, si trova: 
(11) aa E" ia ee, Fv — FP = ue (RARE G" fi eg, 
le e, f, g essendo funzioni regolari di x, y, e nell’intorno die=o. E quindi, in virtù 
della (ro) e dell’analoga sulla sfera, si otterrà: 


(12) do — do + ddr, 


OVE : 
dr? = edx + 2fdxdy + gdy°. 


tome == 
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Kiferendoci a punti variabili sugli archi omologhi AB, Ab, la (12) potrà scri- 
versi sotto la forma: 


2 — — 
Erw ’ ds ds 
ove (7) è, lungo AB, funzione regolare di o, e, anche per e = en 
7 
© pure funzione regolare di y ©, costantemente maggior di zero, in quanto ad s cre- 
scente da A verso B, risponde 5 crescente da 4 verso B. 


Moltiplicando pertanto i due membri della precedente relazione per e, e integrando 


da A a B, viene: 
as (=) 
a do 
1—]= et SR SI 


do 
oi 


e siccome À = — è una quantità finita nell’intorno di ¢ — o, giacchè gli archi che 
e 


si considerano hanno l’ordine di grandezza di e, così risulta in definitiva: 


(13) 1-1=e49, 
con 9 funzione regolare di e nell'intorno di ¢ — o. 
E si conclude che: 


La differenza fra le lunghezze di due archi finiti corrispondenti della superficie e 
della sfera, ha l'ordine di grandezza di ef. 


Ci gioverà in seguito d’aver esplicitamente notato anche l'ordine di grandezza di 
P 
F— I°. Scrivendo questa differenza sotto la forma: 


P_P=0—-D(+9, 
ed osservando che /, 7 hanno l’ordine di grandezza di e, se ne trae che P— 7? ha 


l'ordine di grandezza di e’. 


Vediamo ora qual’è l’ordine di grandezza della differenza fra gli angoli di due 
coppie di direzioni corrispondenti. 
Sieno ds, ds due elementi lineari di S spiccati dal punto (u, v) a due punti infi- 


nitamente vicini (u + du, v + dv), (u + du, v+ dv). Detto w l'angolo delle due 


direzioni, verrà 


0, in coordinate x, y: 


COS ay ces prix Route SH oo + (1 d Sy ; 
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Analoga espressione si ha sulla sfera pel coseno dell'angolo dei due elementi 
lineari corrispondenti. Tenendo presenti le (rigo 


ix _ didi 
RE die 
Sx dx dc 


CAO E eer 
do do dc 
e analoghe per y, ne segue facilmente che cos, cos » differiscono per termini dela 


ordine in e, e mediante l’identità : 


PIERO i (cosm — cosw)(cosw + cos w) 





sin © + sin o 

che anche sino, sin ©, e quindi ©, o, differiscon per termini del terzo ordine. Si 
conclude che: 

La differenza fra due angoli corrispondenti ha l'ordine di grandezza dite 

4. Contrazione infinitesima d'un intorno superficiale. Ordine di approssimazione per la 
applicabilità di un pezzo di superficie sopra una sfera, — In tutto quanto precede weni 
nuto costante il parametro e. Adesso supporremo. invece che e varii, tendendo a zero, 
a partire da un valore iniziale e = ¢,. 

I punti degl’intorni omologhi considerati sulle S, S, posson allora riguardarsi, in 
infiniti modi, come funzioni del parametro e. Si può cioè associare ad ogni punto che 
sulla superficie (o sulla sfera) abbia inizialmente le coordinate cartesiane curvilinee ¢, x, 


o 


ey, il punto, ben determinato, di coordinate cartesiane ex’, ey, con 


(14) x = x'(x, y, €) 
git = y' (x, Y> €), 
ove x’, y’ sieno arbitrarie funzioni regolari di x, y, €, nell'intorno die=o, tali che 
1 determinante funzionale delle x’, y’ rispetto alle x, y, non sia nullo nello stesso in- 
torno. 

Se la sostituzione di variabili (14) è la medesima sulla superficie e sulla sfera, si 


dirà brevemente, allorchè e tenda a zero, che si opera una contrazione infinitesima si- 
multanea dei due intorni di P, P su S, S, in quanto i punti dei due intorni, partendo 
dalle posizioni iniziali rispettive, si avvicinano di conserva a P, P. 

Il modo più semplice di operare una tal contrazione, è di prendere addirittura 
x! = x, y' = y. A questo modo di contrarre i due intorni si potranno riferire, per 
fissar le idee, le considerazioni successive. 

Quando il valor iniziale e, sia abbastanza piccolo, un arco AB di geodetica, che, 
sulla S, congiunga due punti A, B dell’intorno di P, risulterà individuato per ogni 
valor di e, dalle posizioni dei suoi estremi, appena sieno segnati gli estremi iniziali A,, 


B,. E lo stesso dicasi dell'arco 4B, non necessariamente geodetico, luogo dei punti 





SULLA CURVATURA DELLE SUPERFICIE E VARIETÀ. 237 





omologhi sulla sfera. Denoteremo rispettivamente con |, 1 le lunghezze di questi due 
archi. Similmente indicheremo con 7’, l' le lunghézze dell’arco geodetico che sulla sfera 
congiunge A, B e dell’arco omologo, congiungente 4, B su di 

Le quantità J, I’ 1, I’ son funzioni regolari di e; nell’intorno die=o0, infinitesime 
con e. Poichè si è supposto e, tanto piccolo, che sin dall’inizio della contrazione ogni 
arco geodetico dell’intorno di P o di P sia individuato dai suoi estremi, così i cammini 
geodetici segneranno sempre sugl’intorni corrispondenti al medesimo e, il minimo per- 
corso fra due punti, e sussisteranno perciò le diseguaglianze: | 


IP e arte 


D'altronde a cagione della (13) (n° precedente), potrà scriversi: 


PR +9, 1=T+4 4, 
o, ¥ essendo funzioni regolari di e nell'intorno di es = o. Sottraendo a membro a 


membro le precedenti, viene: 
(l-N+t0_-N= 0-0). 


Ora, poichè le due differenze 1’ — I, 1— j', che son funzioni regolari di e, non 
divengon mai negative nell'intorno di e = 0, così nessuna di esse potrà essere di or- 
dine minore di s*. 

Si conclude dunque che: di 

«Ad una geodetica dell’una superficie, corrisponde sull’altra una linea, i cui archi 
« differiscono in lunghezza dagli archi geodetici aventi gli stessi estremi, per infinitesimi 
« del 4° ordine (rispetto ad e, che sarà ormai assunto come infinitesimo principale) ». 

Quanto agli angoli, infinitesimi con e, formati in A, B dagli archi di lunghezze 
I, l', essi differiscon per infinitesimi del 3° ordine dagli angoli corrispondenti formati 
in A’, B' dagli archi di lunghezze 1, I’. i 

Ciò posto, se ABC è un triangolo geodetico infinitesimo tracciato su SA ed A 
B, C son i punti della sfera corrispondenti ad 4, B, C, alle lunghezze a, b, c dei lati 
BC, CA, AB del primo triangolo, potranno sostituirsi, a meno d’infinitesimi del 4° 
ordine, le lunghezze a, b, c dei lati del triangolo geodetico ABC, e agli angoli a, È, 
y del primo, gli angoli a, ©, y del secondo, a meno d’infinitesimi del 3° ordine. 

Ne deriva che, nell’intorno considerato di P, valgono su S tutte le relazioni di 
trigonometria sferica (o pseudosferica, quando la curvatura in P sia negativa), a meno 
d’infinitesimi del 3° ordine rispetto alle lunghezze dei lati dei triangoli geodetici, con- 
siderate come infinitesimi del 1° ordine. 

Ma esaminando più davvicino la cosa, si vede che talune di queste relazioni val 
gono anche in un ordine di approssimazione superiore. 

Così ad es. la relazione esprimente il teorema dei sent: 

Reda ohne no ca ee Wb 
sin ni: sinn : sin I = sin a: sin p: sin y, 


R 
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ove si ponga mente che le differenze a — a, b — b, c — c son.del 4° ordine e le dif- 
ferenze a — a, 6 — 6, y — y del 3° ordine, si muta a meno d’infinitesimi del 4° or- 
dine, nella 


VERRATEN I 
sin Z: Sin Tri sin > = sina: sin p sin Y di 
mentre la relazione: 
a b c Ne ARME ER 
LOSE CAR + sin Tp Si pr cos, 


si muta, a meno d’infinitesimi del 5° ordine, nella: 


a C . a Yee 
COS So 8S ETICO "i + sin.—— SIN — cosa. 


R R R R 


E infine la relazione: 


2 Bl ra ice Ar ie ee a 
COS & == — COS 7 COS Y + sin > Sin ¥ COS sje , 


si muta nella analoga relativa agli elementi del triangolo ABC, soltanto a meno d’in- 
finitesimi del 3° ordine. 

Possiamo dunque enunciare: 

Per lintorno di un punto P di una superficie qualunque S, ove la superficie presenti 
la curvatura totale K, vale in seconda approssimazione, a meno d’infinitesimi del 3° or- 
dine, la trigonometria sferica (K > 0) 0 pseudosferica (K < 0) (mentre in prima ap- 
prossimazione vale la tsigonometria piana). Talune relazioni di trigonometria sferica 0 
pseudosferica, valgono anzi a meno d’infinitesimi del 4° ed anche del 5° ordine. 

Nell’ordine di approssimazione così precisato, si può dire che l’intorno del punto 
P è applicabile sulla sfera di raggio R = TR 

La proposizione dimostrata è di uso continuo in Geodesia, ove, con un’approssi- 
mazione in pratica soddisfacente, si applican le relazioni di trigonometria sferica a 
triangoli geodetici dell’ellissoide terrestre, i cui lati non vanno molto oltre i 200 chi- 
lometri. 

Mi sia a tal proposito consentito di notare come le considerazioni che si fanno 
di solito per legittimar l’applicazione della trigonometria sferica ai triangoli geodetici 
terrestri, non appariscan del tutto esaurienti. 





6) Che il teorema dei seni valga pei triangoli geodetici, a meno di quantità del 4° ordine, è no- 
tato anche in G. DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, III° partie (Paris, Gauthier-Vil- 
a b c 
REAR BIN 
dotte (secondo CHRISTOFFEL) dei lati a, b, c; ma queste lunghezze, a meno appunto di quantità del 4° 
ordine, riduconsi a quei seni (I. c., p. 190). 





lars, 1894), pag. 170. Veramente DARBOUX considera, invece dei seni di le lunghezze ri- 


cms dent éd fn nets on ne à he die 
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Riferendosi alla forma geodetica (4) del ds? sulla superficie S, ove, nell’intorno 
up 
K 
er 3 „4 
N Man 
ci si limita infatti ad osservare che, qualora, per p non superiore ad un limite prefissato, 
siano trascurabili, di fronte ad un certo ordine di approssimazione, le quantità Ap* e 
2,5 
Ke 
Bi 





I Aa 

— —, possono scriversi sotto la stessa 
VK 

forma. E si conclude da ciò che, nello stesso ordine di approssimazione, Pintorno di 
P è applicabile sulla sfera di raggio R e che vale pertanto pei triangoli geodetici del- 


l’intorno medesimo, la trigonometria sferica. 


i ds” della S e della sfera di raggio R = 


Ora questa deduzione abbisogna di qualche complemento: 

1°) Perchè dal suddetto confronto non può trarsi 4 priori (senza cioè le conside- 
razioni svolte sopra od altre equivalenti) alcuna conclusione circa la differenza fra le 
lunghezze degli archi finiti tracciati su S e sulla sfera, in quanto la (4), considerata 
come una relazione approssimata fra incrementi finiti ds, ds, d9, vale soltanto a meno 
di quantità del 3° ordine e non può pertanto servire a valutar la differenza fra i qua- 
drati di due archi finiti della S e della sfera, a meno di quantità d’ordine superiore 
lago 

2°) Perchè non è senz'altro evidente che nello stesso ordine di approssimazione 
in cui le espressioni geodetiche dei ds’, su S e sulla sfera, posson ritenersi eguali, ad 
un arco geodetico dell’una superficie possa sostituirsi un arco geodetico dell’altra. 

Tuttavia la semplice considerazione riferita ha un ottimo valore induttivo, e basta 
analizzarla con un pò di cura, come noi abbiam fatto, per pervenire, con tutto il 
rigore, alla deduzione desiderata. 

5. Linee di equidistanza (ortogonale ed obliqua) da una data geodetica, sopra una su- 
perficie qualungue S. — La sostituibilità della sfera alla superficie S, a meno d’infinite- 
simi del 4° ordine, per tutto quanto concerne le distanze geodetiche, vale anche, nello 
stesso ordine di approssimazione, per le lunghezze contate sopra famiglie di lince defi- 
nite in modo invariante rispetto alle geodetiche. Per non dilungarci di soverchio, ci li- 
miteremo a stabilir la cosa per una speciale famiglia di curve, di particolare interesse 
pel seguito. 

Sopra una superficie S, chiameremo linea di equidistanza p, secondo l'angolo o, da 
una data geodetica C, il luogo degli estremi dei segmenti geodetici, di lunghezza g,, 
spiccati dai singoli punti di C, da una medesima banda della curva, ed in modo da 
formare col verso positivo di questa angoli eguali e dello stesso verso, 0, come anche 
diremo brevemente, angoli corrispondenti eguali. 

Così ad esempio, se S è una superficie a curvatura costante, le linee di equidistanza 
obliqua da una data geodetica C, coincidono colle linee di equidistanza ortogonale, 0, 
ciò che è lo stesso, colle traiettorie ortogonali del fascio di geodetiche perpendicolari a 
C. Infatti, considerati sopra una, L, di queste traiettorie ortogonali, due punti, M, N, 
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e condotte per essi due geodetiche che formino con C, rispettivamente nei punti À, 
K, angoli corrispondenti uguali, la distanza geodetica M H risulta uguale ad NK, 
perchè il movimento della S in sè, che lascia invariata C e che porta H in K, muta 
in sè Le porta M in N. , 

Per una sfera le linee di equidistanza obliqua, secondo un angolo arbitrario, da 
un dato equatore, sono i circoli a questo paralleli. 

Ritornando alla superficie qualunque S, supponiamo, per maggior semplicità, che la 
geodetica fissa C, rispetto alla quale si vuol costruire la linea L di equidistanza p,, 
obliqua secondo ©, sia la geodetica 9 = o, del sistema di coordinate polari, considerate 
dal n° 1 in poi. Sia inoltre PM, il segmento geodetico che segna la distanza p,, obliqua 





(Figs 7). 


secondo ©, del punto P(g = 0) di C dalla linea L. La qual linea, una volta dati C 
ed w (coi relativi versi), è perfettamente individuata da uno qualunque dei suoi punti: 
in particolare da M,. 

Sulla sfera S, alle due geodetiche C, PM,, rispondono le veodetiche C( = 0) 
e PM, =»), uscenti dal polo P; e la distanza geodetica PM, del punto M,, omo- 
logo di M,, da P, uguaglia p,. 

Consideriamo su S la linea L’ di equidistanza obliqua secondo è da C, indivi- 
duata da M,, e la linea L, pure uscente da M,, omologa di L. Ad un punto Me, 9), 
variabile su L, risponde sulla sfera il punto M variabile su L ed avente le stesse coor- 
dinate p, 9. Associeremo ad M quel punto M' di L’, che ha la stessa 9, cioè l'intersezione 
di L' colla geodetica PM. 

Condotta per M la geodetica MN, che forma con C l’angolo ©, nel verso 
debito, ad essa risponderà su S una linea congiungente M col punto N omologo di 
N(PN = PN); ma la linea che a noi preme di considerare su S, è piuttosto la geo- 
detica M'N’, sulla quale si misura la distanza 9,, obliqua secondo +, del punto M’ da 
C. Posto g = PM’, il teorema dei seni, applicato al triangolo geodetico PN'M', 
porge: 


sin Ne Po 


R R 


! 





sin &, 


mentre dal triangolo geodetico PN M della superficie S, si ricava, a meno d’infinite- 








poe, 


ln 
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simi del 4° ordine (per es., rispetto a p, assunto come infinitesimo principale) (n° 4): 


sin cor sin 9 = sin Po sin ©. 


R R 


Confrontando queste due relazioni, se ne trae che 9’ e ¢ differiscono per quantita 


del 4° ordine. Ma poichè la differenza fra gli archi M M, M,M’ è infinitesima con 
e' —o = MM, cioè col tendere di M ad M,, così anch'essa risulterà di 4° ordine 
(almeno) rispetto a o. 

D'altra parte gli archi omologhi M M, M M differiscon pure per quantità di 4° 
ordine (n° 4), dunque la differenza M M'— M, M sarà dell’ordine di of. Si noti infine 


che le coordinate cartesiane curvilinee u, v del punto M di L, differiscon dalle analoghe 


del punto associato M’ di L’, per quantità di 4° ordine, come risulta senz’altro dalle 
(ayadel n? <1. 

Concludendo: 

Nella applicabilita approssimata di un intorno superficiale qualunque, sopra una 
sfera, ad una linea di equidistanza, appartenente all’intorno, si può sempre sostituire, a 
meno di quantità di 4° ordine, sia per quel che concerne le coordinate curvilinee dei punti 


della linea, sia (quindi) per quel che concerne le lunghezze dei suoi archi, un parallelo 
della sfera. 


Applicazioni: Alcune espressioni della curvatura totale di una superficie. 


6. Espressione della curvatura totale mediante l'eccesso di un triangolo geodetico infini- 
tesimo. — Dato sopra una superficie S un triangolo geodetico infinitesimo A B C, del quale 
indichiamo con a, b, c le lunghezze dei lati BC, CA, AB, con «, ß, y gli angoli op- 
posti ai lati stessi, con A l’area, la formula (di Gauss): 


_at6+r—5 
K= : x 





) 


che esprime, a meno d’infinitesimi del 1° ordine, la curvatura di S nel vertice A (od 
in qualunque altro punto) del triangolo, si può ottenere come immediata conseguenza 
delle precedenti considerazioni. 

Invero «, 8, y si posson, a meno di quantità del 3° ordine, considerare come an- 


. . . . . . . . e . I 
goli di un triangolo geodetico infinitesimo tracciato sopra una sfera di raggio R= —— 


3 À. 
VK 
ed i lati a, b, c si posson similmente considerare come lati dello stesso triangolo sfe- 


HR PE) 
I 


‘ene sen y 


rico, a meno di quantità del 4° ordine. Sicchè il rapporto a meno 


. . . . I . 1 „ 
di quantità del 1° ordine, uguaglia pro cioè K. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 1° aprile 1919. 31 
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7. Espressione della curvatura totale mediante i lati di un triangolo geodetico rettangolo, 
infinitesimo. — Sia ABC un triangolo geodetico infinitesimo, rettangolo in A, tracciato 
sopra una superficie qualunque S, e sieno a, è, c le lunghezze dei suoi lati, rispettiva- 
mente opposti ai vertici 4, B, C. Potremo scrivere, a meno d’infinitesimi del 5° or- 


cine (nid): 


a b C 
COS —- = COS — COS — 
R R 10 
I 1 . . . . . . . 
ove K =; è la curvatura di S in A. Da questa, sostituendo ai coseni degli archi 


R* 
i loro sviluppi in serie fino al 4° ordine inclusivo, dopo facili riduzioni si trae, a meno 
del 5° ordine: i 
2 2 e BI VISA 4 4 Aia 4 SE 
+ ae ne), 
e, tenendo conto dell’identitä: 
PH a = (EH ++) 2 


si potrà anche scrivere: 
: I i ; Di 
+ aU pe A+ + 
12 À 3K 
Poichè i due termini del 2° membro sono del 4° ordine (almeno), di tale ordine 


risulterà pure b? + c? — a’, e quindi il 1° termine del 2° membro sarà del 6° or- 
dine. Trascurando questo termine viene: 


# cos 





ossia: 





b° ENS ne I 
ai ate ooo 


DESERT 3 





e si può enunciare: 

Avendosi sopra una superficie qualunque S un triangolo geodetico infinitesimo, rettan- 
golo nel vertice A, se a è la lunghezza dell’ipotenusa e b, c son le lunghezze dei cateti, 
la curvatura K di S in A è espressa da: 





= 3 PATIRE n 
od anche da 
RIA TEN i 
4 AS ») 


A essendo l’area del triangolo. 
Se, invece di un triangolo rettangolo, si fosse considerato un triangolo geodetico 


infinitesimo qualunque, avente l’angolo in A uguale ad x, si sarebbe ottenuto, in modo 


analogo : 
b° +e "2 becos'a — a’ 


b? c° sin? « 





Rei 


Questa espressione, valida a meno di termini del 1° ordine, è racchiusa in un’altra, 
valida a meno di termini del 2° ordine, che trovasi in DarBoux 7) e che, colle nostre 





7) DARBOUX, loc, cit. ©), III partie, pag. 168, formula (35). 
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notazioni, si scrive sotto la forma: 


a sori i ga pp — 2becosa — a 


Pe Sin & 





2 


ove K,, K,, Kc sono i valori — differenti tra loro per quantità del 1° ordine — della 
curvatura totale nei tre vertici del triangolo. 

8. Espressione della curvatura mediante il parallelogrammoide di Levi-Crvita. — Sopra 
una superficie qualunque S consideriamo con Levi-Crvita °), un « parallelogrammoide » 
P QP’ Q’, cioè un quadrilatero geodetico, i cui lati opposti PP’, QQ’ sieno eguali e 
formino colla « base» PQ angoli corrispondenti eguali (ad ©) 9). 

Quando si tenga fisso P e si faccian tendere a zero i lati del parallelogrammoide — 
in modo ch’essi si conservino infinitesimi dello stesso ordine, che si dirà primo — il li- 
P. 0%. P' 0” 

TE 
« base » e della « soprabase » e A è l’area del quadrilatero, secondo ha provato il LEVI 





mite dell’espressione , ove PO, P'O' son le lunghezze rispettive della 


Civita, uguaglia la curvatura di S in P. 
Profittando della applicabilità approssimata dell’intorno di P sopra ‘una sfera di 


raggio R = vie possiamo ormai pervenir di nuovo rapidamente a questo risultato. 


Poichè nel calcolo del limite dell'espressione scritta, le quantità d’ordine maggior 
di 4 son trascurabili, tenuto conto che, a meno di quantità del 5° ordine, 
| N i) PEO sin’ 6, 
e che, nello stesso ordine di approssimazione, ai quadrati delle lunghezze di archi geo- 
detici tracciati su S, posson sostituirsi i quadrati delle lunghezze di archi geodetici della 
sfera, ci sara lecito di eseguire il calcolo come se S fosse addirittura una sfera. 


4 


0 





(Fig. 2). 





8. 

AGS ive 

9) Definizione che particolarizza, per # = 2, quella del Levi-Crvira, relativa ad una V,. Qui 
si tien conto che il parallelismo fra direzioni, considerato in M., per n= 2 riducesi alla relazione 
d’isogonalità. Ciò è provato in M. $ 9 e risulterà del resto anche dal n° 11 del presente lavoro. 
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Si osserverà anzitutto che, detto OO’ l’asse perpendicolare al circolo massimo 
PO, assunto come equatore della sfera, la rotazione attorno ad OO’, che porta Pao 
O, porta il circolo massimo PP’ nel circolo massimo Q Q', il punto P' in Q’, il me- 
ridiano di P' e la sua traccia M sull’equatore, rispettivamente sul meridiano di Q’ e 
sulla relativa traccia N. Sicchè Parco MN risulta uguale a PQ, e i due triangoli geo- 
detici PMP’, ON O', che si sovrappongono a rotazione avvenuta, risultan pure uguali. 


Pertanto il parallelogrammoide rettangolo MNP’ Q’ è equivalente a POP'O' ed, 


2 12 


luogo del rapporto iniziale, possiamo dunque considerare il rapporto — ara TE 


SL anasto. RM Re ARA 


I punti P', Q’, che derivan l’uno dall’altro mediante una rotazione attorno ad 


‘OO’, hanno la stessa latitudine X = se e inoltre la differenza fra le loro longitudini, 
eguaglia la differenza delle longitudini di M, N, cioè R' Ciò posto, dal triangolo geo- 


detico isoscele P'O O' si ricava: 


a' b a a 


Pane 
cos — = sin —> COS == COS ES 
. R R Ar R R ’ 


e quindi, a meno di quantita del 5° ordine: 
a’ b’ I at— a’ 
a — a° = sa eo 5 — 
ORTI a, 
Questa mostra, in primo luogo, che a* — a” è infinitesima del 4° ordine, ed in 
secondo luogo che a! — a' = (a? — a”)(a? + a”) è infinitesima del 6° ordine, sicchè, 
a meno di termini del 5° ordine, si potrà anche scrivere 





2 2 
AN An 
a a um R: 9 
cioè: 
a’ de» | ne K 
Pt en AO CNE 


E possiamo quindi enunciare con LEVI-CIVITA: 

Per calcolare la curvatura totale K di una superficie S in punto P, st può ricorrere 
ad un parallelogrammoide infinitesimo P QP' Q', avente un vertice della base in P. Il 
rapporto fra la differenza P Q*—P' Q” dei quadrati della base e della soprabase e il 
quadrato dell’area del parallelogrammoide, eguaglia allora K. 

Se alla soprabase geodetica P’ Q' del parallelogrammoide, si sostituisce l’arco di 
linea di equidistanza PP’, obliqua secondo ©, dalla base PQ (n° 5), il nuovo quadri 
latero così ottenuto dà luogo ad un’espressione di K identica a quella sopra trovata. 

Per dimostrar quest’affermazione potremo (n° 5) riferirci ancora ad una sfera S. 
Faremo il calcolo supponendo anzi che il quadrilatero P QP’ Q’, avente come sopra- 
base un arco di linea di equidistanza, cioè (n° 5) un arco di parallelo, abbia dimen- 
sioni finite, 
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Come nel caso precedente, al nuovo quadrilatero sostituiremo un quadrilatero ret- 
tangolo analogo ed equivalente, MN P' Q’, tenuto conto che il parallelo luogo dei punti 
di distanza obliqua PP’ dell'equatore, è pur luogo dei punti di distanza ortogonale 
PEM, 

Indicando con a” la lunghezza dell’arco di parallelo P’ Q’ e conservando pel resto 
le notazioni precedenti, poichè il raggio del parallelo P’ Q’ è R cos x e l'angolo sotteso 


mallarco pP ()' è ae verra: 


DURE THICOSNX 
e quindi: 


2 11 


d'a "= a? sn A: 


Prese a coordinate, sulla sfera, la longitudine © dal meridiano OM e la latitudine 
À dell’equatore PQ, l’area A del quadrilatero MNP’ O' risulta espressa da: 


a 


Lie kh 


dia fi R° cos dde =ak sin». 
Si ha pertanto in definitiva: 
a’ wee. 4° I 
nn retti K 
A? fie I 


cioè il teorema: 

Data una superficie a curvatura costante, si costruisca su essa un quadrilatero finito 
P OP’ Q’, avente per base un segmento geodetico PO, per lati due segmenti geodetici 
eguali, formanti colla base angoli corrispondenti uguali (ad un prescelto w), e per ulte- 
riore lato P' Q' Varco di linea di equidistanza PP' (obliqua secondo ©) da PQ. Allora 
la curvatura K della superficie è espressa da 


x— E82 et 





A essendo l’area del quadrilatero. 
Lo stesso teorema, quando il quadrilatero P QP’ O' sia infinitesimo, vale pure per 
2 ~~ ) 
una superficie a curvatura variabile. 

OssERVAZIONE. — Riferendoci ancora ad una superficie a curvatura variabile, è op- 
portuno porre in rilievo come la circostanza che alla soprabase di un parallelogrammoide 
geodetico infinitesimo, si possa sostituire un arco di linea di equidistanza, senza che perciò 
P OF pese P' QO” 

"i 
con cui si completa il parallelogrammoide. Il Levi-Civira 





cessi di valere l’espressione limite della curvatura, non è legata alla spe- 


14 


ciale natura dell’arco P' Q 
ha infatti osservato che come soprabase del parallelogrammoide si può prendere un arco 
arbitrario, congiungente i vertici P', Q’. Si sottintende, naturalmente, che la linea P’ Q’, 
sopra cui si conta quest’arco, resti ben determinata, durante la contrazione del quadri 
latero P QP’ Q’, e ch’essa continui ad avere per limite la geodetica P Q. 


246 | FRANCESCO SEVERL 











Questo complemento può stabilirsi agevolmente nel modo che segue. 

Se a’ è la lunghezza dell’arco geodetico P’ Q’ ed lla lunghezza di un altro arco, 
situato sopra una linea ben definita, congiungente P’, O’, designando con m la lun- 
ghezza del segmento rettilineo P’ Q’, si ha, a meno di quantità del 4° ordine: 


15 
x a 


+ 

À nc 6 “eni È ni =a — —— 

24 RI ) 24 RE 3 
TU D AE OTO LN a LORD LEN PAIN qu 

Ove D pr son le flessioni rispettive, in P’, degli archi I, a’ *°). 


Ne deriva, sempre fino al 3° ordine inclusivo: 


i RL AT ak I 
net (am) 


Ora, quando il parallelogrammoide si contrae tendendo a P, poichè le due linee con- 





siderate, pei punti P’, Q', hanno ambedue per limite la geodetica prefissata PQ, le 





T4 VI I LN LS 
i RT pe risulta perciò 


infinitesima. Ne segue che la differenza | — a’ e del 4° ordine è la differenza ? — a” 


flessioni tendon verso lo stesso limite, e la differenza 


del 5° ordine. 


A0 DA: ride 


A? 





Nel calcolo del limite di- , si può pertanto sostituire 1? ad a’; che è 


quanto avevamo affermato. 

o. Quadrilateri di SaccHERI, di LAMBERT, di RIEMANN. Espressioni della curvatura ad 
essi inerenti — Quando si tratti d’una superficie a curvatura costante, un parallelogram- 
moide geodetico rettangolo di Levi-Crvrra, riducesi alla figura fondamentale della geo- 
metria piana di SACCHERI, che è appunto un quadrilatero birettangolo isoscele 15). 

Anche la figura fondamentale della geometria piana di LamBERT, che è un quadri- 
latero trirettangolo **), dà luogo, sopra una superficie S, a curvatura costante o varia- 
bile, alla stessa espressione della curvatura, cui si perviene col parallelogrammoide di 
Levi-Civira. 

Per vederlo, possiamo, al solito, assimilare l’intorno di un punto P, ove la nostra 


i : : I 
superficie presenti la curvatura K, ad un intorno sferico di raggio R= — Un qua- 
VK 


drilatero P QP’ Q’ di Lampert risulta allora costituito da un circolo massimo P Q, che 





1°) Per l’espressione della differenza tra un arco e la relativa corda ved. per es. G. Humbert, 
Cours d’Analyse (Paris, Gauthier-Villars, 1903), t. I, p. 401. La stessa espressione vale evidentemente 
qualunque sia la dimensione dello spazio euclideo in cui la superficie è immersa. 

**) Cfr. per es. R. BoNoLa, La geometria non-euclidea (Bologna, Zanichelli, 1906), p. 21. 


12) BONOLA, loc. cit., p. 39. 
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si assumerà come equatore, ca at meridiani PP’, QQ’ e da un GENI massimo 





0 





(Fig. 3). 


P’ Q’, normale al meridiano PP’ in P' ed appoggiato in Q’ al meridiano QQ’ *°). 
Detto O quello dei due poli dell'equatore P O, che trovasi dalla stessa banda del 
quadrilatero, M il polo del circolo massimo PP’ che trovasi dalla stessa parte del qua- 
drilatero, e posto PO — a, PP'— bk, PO — iy Ce ye ile tcoreiman lel) seni. wane 
plicato al triangolo OP’ Q’, rettangolo in P’, porge: 
cos È sin Sid Isin © in 
Ss sin y == cos cos — sin — = sin — 
Rafa R’ RAPE Ri 
ove y denota il quarto angolo del quadrilatero di Lampert; e similmente il triangolo 
MQ Q’, rettangolo in O, da: 


n 


Basen Ms 


R 





a 
R 
Eliminando fra queste sin y e cos s’ottiene: 


tang ae = tang 4 COS È 
IRN ERS RY 


‚ dalla quale, quadrando e sostituendo alle linee trigonometriche i loro sviluppi in serie, 
si trae, a meno di quantità del 5° ordine: 


x? DIT a’ 2 a‘ ( b? 
KERNE SA Ia Os I ER N LI 
Ike u) m): 





od anche: 








*3) Si sottindende che, delle due intersezioni di ciascuno dei circoli massimi considerati, si sce- 
glie quella che appartiene all’intorno di P. 
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Questa prova che a? — x’ è del 4° ordine e che at — xt = (a? — x°)(a° + x°) 

è del 6° ordine. Si potrà perciò scrivere, a meno di quantità del 5° ordine: 
haat eee AU Tg) AVIO K 
Ci 

È dunque vero che il quadrilatero di Lampert dè luogo alla stessa espressione della 
curvatura a cui si perviene mediante il quadrilatero di SaccHErt — LEVI-CIVITA. 

Un'altra espressione notevole della curvatura, s’ottiene mediante un quadrilatero di 
Riemann. Chiamiamo così un quadrilatero P Q P' Q' che, sopra una superficie qualunque 
S, s’ottenga come trasformato di un parallelogrammo, col vertice in P, appartenente 
al piano S,, ivi tangente ad S, allorquando si deforma S,, fino a portarlo a coincidere 
con S, nel modo indicato al n° 2. 

Designata con a la lunghezza dell’arco geodetico PO e con b la lunghezza del- 
Parco geodetico PP’, gli altri due lati QQ’, P' Q' del quadrilatero di RIEMANN, stanno 
rispettivamente sulle lince u = a, v = b di un sistema di coordinate cartesiane curvi- 
linee, avente per assi v = 0, u= o le geodetiche PO, PP ase 

La ragione della denominazione adottata sta in ciò: che il calcolo della curvatura 
d’una superficie [o d’una varietà (ved. il n° 10)] accennato dal Rremanwn nella sua ce- 
lebre Memoria sui fondamenti della geometria, si riduce alla valutazione del rapporto 

B ate 
aa , ove A è l’area del quadrilatero POP’ Q', supposto infinitesimo 54). 

Prese, come sopra si è detto, le geodetiche PQ, PP' a linee v = 0,0410000 
un sistema di coordinate cartesiane curvilinee, nel caso d’una superficie, la valutazione 





di questo rapporto si fa immediatamente partendo dall'espressione del ds’ in coordi- 
nate cartesiane (n° 1). Poichè il punto P’ ha le coordinate (o, 2) e Q' le coordinate 
(a, b), si avrà: 

IM ON iret Le BOER Vea 


con 





Pait(s — 1) sin’. 


Le coordinate polari del punto P’ sono p—b, 9=%, ove © è l’angolo delle P O, 
PP’: cosicchè, tenendo presente lo sviluppo di G nell’intorno di p— 0, si avrà, a meno 
di termini del 5° ordine: 


pid (: +P sin° 0) (di 
K essendo la curvatura di S in P; e quindi: 


PO: — PO” — La b? sin? ©. 





14) Per la citazione dettagliata dei passi corrispondenti dalle Gesammelte Werke del RIEMANN, 
nonchè per la dimostrazione del fatto che effettivamente la definizione del RIEMANN può presentarsi 
sotto questa forma, ved. il n° 10 del presente lavoro. 
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E siccome infine, a meno d’infinitesimi del 5° ordine, a*b’ sin? © uguaglia A’, così 
viene, a meno d’infinitesimi del 1° ordine: 
DENN K 
SR ie wai 
che è la formula di RIEMANN per le superficie. 

Possiamo enunciare, concludendo : 

Se si considera l’intorno di un punto P d’una superficie qualunque S, come prove- 
niente dalla deformazione d’un intorno piano, tessuto con un fascio di fibre rettilinee ine- 
stendibili e con un fascio di fibre circolari elastiche, la curvatura totale K di S in P, ri- 
sulta espressa da 
PO’ — P' 0” 


NR, AS >) 


essendo POP'O' un quadrilatero infinitesimo, d’area A, tracciato su S, proveniente dalla 
deformazione di un parallelogrammo col vertice in P. 

Osservazione. — Un altro quadrilatero P QP’ Q’, la cui considerazione si presenta 
spontanea sopra una superficie S, è quello costituito da due geodetiche PO, PP’, for- 
manti in P l’angolo ©, e da due linee P' Q’, QQ’ di equidistanza obliqua secondo è, 
dalle due geodetiche. 

A meno di quantità del 4° ordine, rispetto alle lunghezze dei lati d’un tal quadri- 
latero, possiamo ancora assimilare la nostra superficie ad una sfera (n° 5). Il quadrila- 
tero POP'O' è allora formato da due circoli massimi PO, PP’ e da due circoli mi- 
nori P'O', QQ’ ad essi rispettivamente paralleli. 


Supporremo, per semplicità, © = oa Poston isch =. beret PR DR CEA 


osservi che i punti Q, Q’, situati sopra un piano parallelo a quello del circolo massimo 
PP’, sono equidistanti da quest’ultimo piano; sicchè i seni degli archi PO, P'O', le 


Mii. AE x DIN ey 
cui rispettive misure in radianti sono --, = — ove À = — è la latitudine del 


a 
R’ Rcosi R 
parallelo P’ Q’ rispetto all’equatore P Q — risultan inversamente proporzionali ai raggi 
dei rispettivi circoli. Si ha cioè: 
(15) ae a NL I EN, 
R b R 


donde, a meno di termini del 5° ordine (sulla sfera): 


Aa KL SORGEN 
An Keine ER 
ossia : 
3 3 
6 E PT 
(16) X— 4 CE 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 10 aprile 1919. 32 
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Questa prova anzitutto che la differenza x—a è del 3° ordine (almeno) e quindi 
che x} — @ = (x — a)(x° + ax + a°) è del 5° ordine. i 

E ritornando ancora una volta alla (16), la quale vale, sulla sfera, fino al 4° or- 
dine inclusivo, se ne deduce che sulla sfera, x — a è del 5° ordine. 

Ma sulla superficie S qualunque, da cui siano partiti, si può affermar soltanto che 
la differenza x—a è del 4° ordine, perchè è appunto questo l’ordine di approssimazione 
nel quale, date le nostre premesse, ci è lecito di scriver la (15). 

Concludendo: 

Il quadrilatero racchiuso sopra una superficie qualunque S, da due geodetiche perpen- 
dicolari e da due linee ad esse parallele (linee di equidistanza ortogonale), a meno di 
quantità del 4° ordine, ha i lati opposti uguali. 

Pertanto, nell’ordine di approssimazione considerato, un tal quadrilatero si rasso- 
miglia ad un rettangolo piano più di ogni altro quadrilatero della superficie, che, come 
quelli di Saccuert, di LAMBERT, di RIEMANN, conservi qualcuna delle proprietà carat- 
teristiche d’un rettangolo piano. La cosa, come si vedrebbe senza difficoltà, vale anche 
quando le due geodetiche PQ, PP’ si tagliano sotto un angolo , non retto: il qua- 
drilatero POP’ Q’ racchiuso dalle PQ, PP’ e da due linee di equidistanza secondo 
w, dalle due date geodetiche, si rassomiglia cioè ad un parallelogrammo piano più di 
ogni altro quadrilatero di S. 

Ritorniamo per poco al quadrilatero trirettangolo P QP’ Q’, d'area A, racchiuso, 
sopra una superficie S, da due geodetiche ortogonali PQ, PP’ e da due linee ad esse 
parallele. Assimiliamo S ad una sfera e, indicato con y il quarto angolo del quadrila- 
tero, fissiamo l’attenzione sul triedro O0'(MN O), avente per spigoli Q’M, O'N, le 
tangenti rispettive in Q’ ai circoli minori Q'P', Q’ Qe per spigolo Q' O, l'intersezione 
dei piani di questi circoli. Le faccie M Q’O, N Q'O uguaglian rispettivamente gli an- 


goli sottesi dagli archi Q'P', Q'O, aumentati di —. Per la (15), si avrà pertanto: 


di n sin 5 
cos M Q' O = cos Son ay Se Ne EE Ths: 
R cos R COS R 
e similmente: 
sin — 
cos NQ' 0 = — ie 
COS In 


Tenendo ora conto che il diedro opposto alla faccia M Q’N=y, è retto, si può 
scrivere : 


b 


cos y = cos MQ’ Ocos N Q' O = tang tang , 


R 


donde si trae, a meno di quantita del 4° ordine, sulla sfera: 





a 
COS Y= 


Roy 


——_ —__—__e 


dd I 
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Ma poichè la penultima relazione vale su S a meno di quantita del 3° ordine, così 
può scriversi in definitiva, a meno del 1° ordine: 


— 
iv 





K = ——_.. 
A 
Dunque: Detti y il quarto angolo e A l’area di un quadrilatero rettangolo infinite- 
simo, come quello dell’enunciato precedente, la curvatura di S nel vertice opposto a ‘| è 
espressa da 





Seat 


Ne A 


Un’espressione analoga s’ottiene da un quadrilatero trirettangolo geodetico (di 
LAMBERT), decomponendolo con una diagonale in due triangoli geodetici e applicando 
la formula di Gauss (n° 6). Viene così: 

Ÿ fe 
KE = ——+ 2 ; 
ove y è ancora il quarto angolo del quadrilatero d’area A e K la curvatura nel vertice 
opposto. 

È superfluo di avvertire che in questo ed in tutti gli altri enunciati, soltanto per 
comodità ci si riferisce ad un punto fisso dell’area mediante cui si definisce la curvatura, 
giacchè in realtà i valori di X nei diversi punti dell’area sono eguali, a meno d’infini- 


tesimi del 1° ordine. 


CaPpiToLo II. 


Sulla curvatura riemanniana d’una varietà e sul parallelismo fra 
direzioni introdotto dal LEVvI-CIVITA. 


10, Curvatura d'una varietà secondo la definizione originaria del RIEMANN. Inter- 
pretazione geometrica — Le precedenti considerazioni conducono ad una ricostruzione 
geometrica della teoria della curvatura d’una varietà, secondo il Rıemann. All’uopo, fis- 
siamo sopra una varietà W,, a metrica qualsiasi, una superficie geodetica o *°), avente 


15) Cicè il luogo delle geodetiche spiccate da P secondo direzioni appartenenti a un dato fascio, 
Cfr. per es. BIANCHI, loc. cit., vol. I, pag. 339. 
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il centro in un punto P di W, individuata da due geodetiche distinte PQ, PP’. La 
curvatura di Y,, secondo la giacitura con cui s esce da P, è definita dal RIEMANN me- 
diante uno di quei quadrilateri, tracciati sopra o, che già SER n° 9 chiamammo appunto 
quadrilateri di RIEMANN. 

Il RieMANM procede infatti così 19): 

A coordinate di un punto M variabile su Y,, egli prende anzitutto la distanza 
geodetica p = PM ed i parametri «,, «,, ..., a, della direzione con cui la geodetica 
PM esce da P (coordinate geodetiche polari). Introduce quindi su V, le coordinate 


cartesiane curvilinee u,, u,, ..., ,, definite dalle 


“= Pa, uU, == 0% ..., uU =pP%, ; 


n 


colla condizione ulteriore — diretta ad abbreviare i calcoli — che sia 


(17) Pier aunts 

Le coordinate cartesiane ch’egli considera, son cioè ortogonali; noi, non avendo 
nel seguito da sviluppar calcoli, potremo anche omettere la condizione (17), lasciando 
che le direzioni con cui le linee (geodetiche) coordinate escon da P, sieno comunque 
inclinate (purchè beninteso fra loro linearmente indipendenti) '7). 

Fissafi due: punti O (ua ala), RR 
tamente vicini a P, secondo direzioni distinte, il RIEMANN considera il punto Q’ di 
coordinate a + b,, ..., a, + b,, e valuta il quadrato dell’elemento lineare P' Q’, 
giungendo a one Su: il rapporto fra la differenza P'O” — PQ? e il qua- 
drato dell’area del triangolo P'PO, a meno d’infinitesimi d'ordine superiore al primo, 
uguaglia la curvatura gaussiana in P della superficie geodetica c, contenente le direzioni 


(P Q)(P P'), moltiplicata pel coefficiente — n vl 


Noi possiamo ormai pervenire rapidamente, per via geometrica semplice, alla con- 
clusione del RIEMANN. 


15) Ueber die Hypothesen welche die Geometrie zu Grunde liegen (Gesammelte Mathematische Werke, 
Leipzig, Teubner, 1876, pp. 254.269), p. 261. Ved. anche il Commento del WEBER al frammento 
postumo n° XXII (p. 384). 

17) Indicata con u, la linea coordinata, uscente da P, lungo cui son costanti le #,,..., u,; con 


u, quella lungo cui son costanti le u,, Us, «0°, Uy, etc; si ha in generale 
pre dW +2> u; uj COS (u;u;). 
i i,j 


L’angolo che la geodetica 1= PM forma in P colla linea #,, è espresso da cos (lu,)= > a; cos(u;u; 


Tutto ciò deriva ovviamente dalla formola che definisce il coseno dell’angolo di due en sopra V,,. 
Cfr. ad es. BIANCHI, loc. cit. vol. I, pag. 331. 

18) Vedi le riflessioni critiche del Levi-Crvrra (alla fine di M.) sul calcolo accennato dal RIEMANN 
e sviluppato più ampiamente dal WEBER. 
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Considerato invero, nello spazio euclideo Sy — di dimensione N abbastanza grande 
— ove la 7, può sempre supporsi immersa, lo spazio euclideo S,, tangente a W in 
P, a somiglianza di quanto già facemmo per le superficie nei n! 2 e 9, assumeremo 
in 5,, come assi di un sistema cartesiano (u, u”, ..., u”), le tangenti in P alle 
linee #,, u,, ..., u, del sistema cartesiano già definito entro V,, ed associeremo due 
punti di S, e di V,, che abbian le stesse coordinate (ul = x). 

La corrispondenza si realizza al solito riguardando S, come costituito da fibre ret- 
tilinee inestendibili, uscenti da P, e da ipersfere elastiche, ad # — 1 dimensioni, di centro 
P; ed applicando S, su V, in modo che resti fermo P e il relativo intorno di 1° or- 
dine. Mediante la corrispondenza considerata, un piano c, di S, uscente da P, conce- 
pito come sostegno di un fascio di raggi di centro P, vien trasformato in una super- 
ficie geodetica o di W,, concepita come sostegno di un fascio di linee geodetiche uscenti 
da P e tangenti al piano ©. 

Ai punti O, P' di V, corrispondono in S,, i punti Q,, P’, aventi le stesse co- 
Dame...) (bb, 0; 6.) [nel caso in .esame Q_, P' coincidon ri- 
spettivamente con ©, P', perchè questi si son supposti infinitamente vicini a P], e al 


punto ©’ corrisponde il punto Q'(a, +-b,, ..., a,—+b,). Ora, le rette PP’, Q O' 


«== À = 0) 


essendo rappresentate, in coordinate correnti uw’, ..., u“, dalle equazioni rispettive: 

(0) (0) ) 

ROSA PER EEE 

b, b, n 

(0) (0) (0) 

A) IT At Mr OO O A 
b b b ‘ 
I 2 n 


son parallele; e così son parallele le rette P O,, Po Q! rappresentate dalle: 

















(0) (0) (0) 
# — u, ee EIN Voss! 
a, a, a, 
(0) (0) (0) 
DE OT SL 0, 
a, a, a, 


Dunque la figura PQ PQ di S,, è un parallelogrammo. Mediante la corrispon- 
denza fra 5, e V,, il piano 6, di questo parallelogrammo, si muta, come s'è detto, nella 
superficie geodetica o definita dalle due direzioni (PO), (PP’), ed il parallelogrammo 
si muta nel quadrilatero P QP’ O' di s, il quale risulta cosi un quadrilatero riemanniano, 
secondo la definizione del n° 9. 

Resta pertanto provato che, indicata con A l’area di PO P' O' e con K la curvatura 
gaussiana di o in P, si ha: 

PQ’ — PO” I 


A? vi ai 





e questa è appunto, salvo la forma, l’affermazione del RIEMANN. 
Si conclude che: 
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to 
Vi 
TX 








Data ‘una varietà V,, a metrica qualsiasi, la curvatura K di V, in un punto P, 
secondo un’assegnata giacitura, si può calcolare nel modo seguente: 


« Sul piano o,, tangente in P alla prefissata giacitura, si costruisca un parallelo- 


o) 
«grammo infinitesimo con un vertice in P; e concepito il piano c, come inestendibile 
«lungo le rette uscenti da P, e come elastico sulle direzioni a queste ortogonali, si de- 
« formi c,, lasciando fermo l’intorno di 1° ordine di P, finchè le fibre inestendibili di c_ 
«si distendano su altrettante geodetiche di V,. 

« Indicato con P Q P' O' il quadrilatero di Y,, deformato del parallelogrammo di 
« G,, viene 


È PO’ — P' Q” 
K=3 Q A? Marre 





«ove A è l’area del suddetto quadrilatero ». 

11. Definizione geometrica intrinseca del parallelismo di Levi-Crvita. Equazioni dif- 
ferenziali relative. — Per arrivar geometricamente, in modo semplice, alla definizione 
della curvatura d’una VY, mediante un parallelogrammoide di Levi-Civira, indicheremo 
anzitutto una definizione geometrica intrinseca del parallelismo fra direzioni, la quale ci 
oftrirà subito il modo di ricondurre tutto alle superficie (geodetiche) tracciate in V,. | 

Dati sopra W, due punti A, A, infinitamente vicini, ed una direzione (6) uscente 
da A ed appartenente a Z,, la direzione (&,) parallela a (€), condotta per A,, verrà de- 
finita nel modo seguente: 

Si consideri la superficie geodetica c, di centro A, individuata dalla giacitura che 
contiene le direzioni (€) ed (A4,): allora la direzione (£,) è quella che sopra s forma 
colla geodetica A A, un angolo (corrispondente) uguale a quello formato da (€), (4 4,). 
S’intende qui incluso il caso in cui (€) tocchi in A la geodetica 4A A,: soltanto in 
questo caso la c non è individuata, potendosi scegliere fra le infinite superficie geode- 
tiche di centro A, contenenti la geodetica AA. 


Conservando le notazioni del Levi-Crvrra, indicheremo con & i parametri della 
(0) 


t 


direzione (¢) entro l’ambiente W,, con x i parametri della direzione (44), con x 
le coordinate di A. Si avrà allora la rappresentazione parametrica: 





(18) x ate + EVO II Gta + E + E00) + ee 
jl 


della superficie c nell’intorno di A 9), ove J" sono i soliti simboli di CHRISTOFFEL, 
i 








relativi a V,, e le coordinate curvilinee u, v di un punto P di s, son definite da ' 


(19) u = 04, vo, 


essendo p la distanza geodetica AP ed ax; + BE” i parametri, entro V,, della dire- 
zione con cui la geodetica AP esce da A. 





19) Cfr. BIANCHI, loc. cit., vol. I, pag 339. 


‘ 
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Indichiamo con © l'angolo, fra o e x, delle direzioni (A 4), (2), con 0 l’angolo, 
fra o er, che (A 4) forma con una direzione variabile «x: + @&. Allora, tenendo 
presente la formola, già citata [alla nota (17)], che definisce il coseno dell'angolo di 
due direzioni, entro Y,, si ottengon subito le relazioni: 


cos? = a + {cos ©, cos (0 — 8) = « cos w + 8, 


donde si trae: 
sin (a — 8) sin 9 


Ch RCE 


sin & 








sin © 


Le u, v coincidon pertanto sopra ¢ colle coordinate cartesiane curvilinee già con- 
siderate nel n° 1. Pel ds’ dio si ha perciò l’espressione (6) del n° 1. 

Ne deriva che l’angolo y, formato in un punto P della geodetica AA, (9 = 0), 
dalla direzione positiva di questa linea, colla direzione positiva della linea « = cost. 
Uscente da P, è dato da °°): 


baia COS w 


= Sn 


ri Fi; 3, => 
das 1 | = — r) sin’ & 


\ 











2 


ove con G s'è indicata la funzione G per 9 = o. 
La precedente, mediante la formula del binomio, può anche scriversi : 


Be AG 
A — ar 
cos = coso 1 MA 1}sin © + +++]. 





Ricordando lo sviluppo di G secondo le potenze ascendenti di ©, nell’intorno di 
SORTI), si trae subito: 


COS Y == COS (I + U p° + .. .) (u. costante), 


la quale prova che, a meno d’infinitesimi d’ordine superiore al primo, la direzione con 
nee da) A la relativa linea.u = cost., coincide con (E). 

Pertanto le costanti superficiali, in A,, della suddetta linea u = cost., s’identificano 
colle costanti superficiali della direzione (£), le quali, a norma delle (19), sono: 


(7 ty =) ee 
FG Tt AA ao 


ove ds denota l’elemento lineare sulla « — 0 e 9, il valore in A di una generica 


funzione © del punto mobile su 6. 
1 dv Ar 
Bicche,ssopra la linea! 1 — 'cost.vche' esce da A, sarà (55) = 1, ds’ indicando 
Ar 


l’elemento lineare su detta linea. 


20) BIANCHI, loc. cit., vol. I, pag. 195. 
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Le costanti della direzione (€ ), entro 7 , saranno perciò date da: 


dx. OX. Ox. Ox. 
(3) CERCA IRRE ete) 1 ela la 1 ? 
cn (ar ),= (3) = (5 Ir (us), 


in quanto sulla geodetica 4 4 (0 — 0), l’arco, contato da A, s’identifica colla variabile u. 
Ora dalle (18), derivando e ponendo, a derivazione eseguita, u=v=0, si traggon 


le relazioni : 
dx (i) 3%) j! (to 
(3) Ga Tale 


Si hanno dunque, in definitiva, le 


i i DL c ! 
go) ame AU yet du) d i 


jl 








sre 


le quali coincidono colle relazioni differenziali (/,) di M. 

Resta così provata l’equivalenza della nostra definizione con quella del Levi-Crvira, 
e vengon di più ritrovate, con sole considerazioni intrinseche, le equazioni differenziali 
che reggono il problema del parallelismo. 

12. Parallelismo fra direzioni negli spazî a curvatura costante. —Il teorema d’esistenza 
pel sistema 
(20) La = — > MES 

5 (i 

che esprime il modo di variare di una direzione parallela ad un data (6), lungo un 
assegnato cammino C — sul quale ds è l’elemento lineare — s’intepreta geometrica- 








J 
5 2) 





mente nel senso che la varietà delle co' direzioni integrali definite da (£,), può esser: 


determinata a partire da una qualunque di esse, e quindi che la relazione di paral- 
lelismo, lungo un dato cammino, è simmetrica e transitiva. 

Quando il cammino C sia geodetico, la definizione da noi data, di direzioni paral- 
lele uscenti dai punti 4, A,, infinitamente vicini su C, ha senso anche allorchè i punti 
A, A, sieno su C a distanza finita, giacchè allora esiste una superficie geodetica o, di 
centro A, contenente C e la direzione (€) spiccata da A. 

Ma non è detto che la relazione di parallelismo che cosi s’ottiene fra le due dire- 
zioni aventi le origini a distanza finita, coincida con quella del Levi-Crvrra: quel che 
è certo è soltanto che le due relazioni coincidono a meno d’infinitesimi d’ordine supe- 
riore, rispetto alla distanza geodetica A A,. È chiaro che la coincidenza in questione avreb- 
be luogo anche al finito, qualora la relazione di parallelismo, secondo la nostra definizione, 
fosse simmetrica rispetto a due direzioni (€)(€,) spiccate da punti A, A, a distanza 
finita; qualora cioè la superficie geodetica ¢,, di centro A,, passante per la geodetica 
C e per la direzione (€,), toccasse di conseguenza la s nel punto A, come di fatto la 
o tocca 5, in À. 

Il parallelismo del Levi-Crvira può dunque definirsi intrinsecamente in termini fi- 
niti, nel modo da noi indicato, solo quando la W, goda della proprietà che « per ogni 
« coppia di superficie geodetiche, aventi i centri sopra una medesima geodetica C, il 
contatto in un punto di C, porti di conseguenza il contatto lungo tutta la curva ». 


u Lin cee LLC 
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In questo caso le equazioni differenziali (20), che reggono il problema del paral- 
lelismo, risultan senz'altro integrate pei cammini geodetici, non appena sieno integrate le 
equazioni differenziali delle geodetiche. 

Questa circostanza si verifica ad esempio per gli spazi a curvatura costante: ciò ri- 
sulta subito dal fatto che ogni punto d’una superficie geodetica appartenente ad un 
tale spazio 7,, può esser assunto come centro di un fascio di geodetiche di V., tracciate 
sulla superficie (in quanto a questa appartiene ogni geodetica che la incontri in due 
punti), sicchè due superficie geodetiche che si tocchino in un punto coincidono. Dunque: 

Negli spazi a curvatura costante, il parallelismo di due direzioni (2), (€), situate 
a distanza finita, e derivanti per continuità l'una dall’altra, lungo un cammino geodetico 
C, si riduce a ciò: che le (2), (2,) forman con C angoli corrispondenti uguali sopra 
una superficie geodetica che le contenga. 

Una proprietà sostanzialmente equivalente, sempre per gli spazi a curvatura co- 
stante, trovasi già nel § 10 di M. 

13. Le proprietà fondamentali del parallelismo fra direzioni — Nella sua Memoria, il 
Levi-Crvira dimostra, per via analitica, le due proprietà fondamentali seguenti della 
relazione di parallelismo: 

a) La direzione (x) parallela in un punto P ad una direzione data (,), uscente 
da P,, dipende in generale dal cammino con cui si va da P a P. L'indipendenza dal 
cammino caratterizza le varieta euclidee. 

b) Due direzioni uscenti da P, formano un angolo uguale a quello formato dalle 
direzioni ad esse parallele per P, e ciò qualunque sia il cammino da P a P. 

Ecco come si possono stabilire queste due proprietà, con semplici ragionamenti 
geometrici. 

Suppongasi che nella nostra V, il parallelismo di due direzioni sia indipendente 
dal cammino, o, in altre parole, che « due direzioni parallele ad una terza sieno sempre 
parallele fra di loro ». Consideriamo allora, entro V,, un punto P ed una geodetica 
C, uscente da P,. Tracciamo quindi la geodetica €, che esce da un altro punto P, 
colla direzione parallela a quella di C, in P,. Due direzioni appartenenti a C,, C, ed 
aventi del resto origini arbitrarie, sono, per la definizione stessa, parallele alle direzioni 
di C,, C in P,, P, e quindi, per l’ammessa transitività, parallele tra di loro. Ne deriva 
che ogni geodetica che incontri C,, C nei punti M,, M, forma ivi colle due geode- 
tiche angoli corrispondenti uguali. 

Siamo dunque nel caso euclideo e si conclude che: 

La relazione di parallelismo fra direzioni è transitiva, soltanto nel caso euclideo. 

Passiamo alla proprietà 5). Fissato un cammino C dal punto P, al punto P di 
V,, e dette a,, a le rette tangenti a C in P,, P, entro lo spazio euclideo Sy in cui 
V, è immersa, fra le stelle formate dalle tangenti a W in P,, P, nasce una corrispon- 


denza biunivoca x, ove si chiamino omologhe due tangenti #,, t, che escano da P., 


RABEN N i acta rth Pe ieee 
P con direzioni parallele rispetto a C; talchè sarà intanto ta = f a. 


Tale corrispondenza 7, attesa la linearità delle equazioni differenziali (20), che as- 


Rend. Circ. Matem, Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 2 aprile 1919. 33 
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sicura esser lineare la dipendenza degl’integrali &" dai loro valori iniziali, è un’omogra- 
fia. Dobbiamo provare che, in x, a due rette b,, c, della stella (P,) — entro lo S, 


euclideo tangente a W in P, — corrispondon due rette db, c della stella (P) — entro 


en ci 
lo S, analogo — tali che bc, = de. 


Dal momento che lo 5, a,b,c, si muta per la x nello S abc, così basterà provare 
che un’omografia x fra due stelle (P,), (P) di due S, euclidei, è una congruenza, quando 
raggi corrispondenti formano angoli eguali con due raggi fissi a,, a di (P,), (P). 
AlPuopo si osservi che ad un cono rotondo F,, avente per asse a,, la x fa cor- 
rispondere un cono rotondo T, di eguale apertura, avente per asse a: l’involuzione dei 
piani diametrali coniugati rispetto a T,, che è l’involuzione degli angoli retti nel fascio 
di piani (a,), vien dunque mutata nell’involuzione analoga rispetto a T, cioè nell’invo- 
luzione degli angoli retti del fascio di piani (a). Tanto basta per concludere che la = 
subordina una congruenza fra i fasci di piani (4,), (a); donde segue l'eguaglianza dei 


due triedri a,b,c,, abc (che hanno due faccie e il diedro compreso rispettivamente 


PRIMES 
uguali) e quindi b,c, = bc *). Si può pertanto enunciare: 

Fissati due punti P,, P della varietà V, ed un cammino qualunque C, che li con- 
giunga, la corrispondenza biunivoca fra le direzioni, uscenti da P,, P, parallele rispetto 
al cammino C, è una congruenza. 

Nel qual enunciato resta inclusa anche la proposizione stabilita in M. dal Levi 
Civita, alla fine del § 6. 

14. Espressione della curvatura riemanniana d'una varieta mediante un parallelogram- 
moide, — Il Levi-Crvrra ha definito la curvatura d’una varietà 7, in un punto P, 
secondo un’assegnata giacitura, individuata dalle direzioni di due geodetiche distinte P Q, 
P Q° — P' 0° 

re 
grammoide infinitesimo POP’O'’ di base PO, di soprabase P'O' e di area A. 
La coincidenza di questa definizione colla definizione riemanniana si desume ormai a 





P P', spiccate da P, mediante l’espressione relativa ad un parallelo- 


priori da cid: che il parallelogrammoide P Q P'O' appartiene alla superficie geodetica 
c di centro P, determinata dalle due direzioni (PO), (P P’). 

E invero che il lato QQ’ appartenga a s segue senz'altro dal n° 11. Quanto al 
lato P' O', abbiamo già osservato (n° 8) ch’esso è arbitrario **): si può pertanto sup- 
porre, senza restrizione, che la soprabase P'O' appartenga essa pure a 5. Ne deriva 
O° — P' Q” 


mne relativa ad un parallelogrammoide geo- 





che il valore dell’espressione 


21) Più brevemente si sarebbe potuto dire: la x fa corrispondere alle intersezioni del cono iso- 
tropo della stella (P,) coi piani reali del fascio (a,), le generatrici analoghe del cono isotropo della 
stella (P). Dunque il trasformato, mediante x, del primo cono isotropo, che è irriducibile, non può 
che coincidere col secondo; cioè x non può che essere una congruenza. 

22) Il ragionamento esposto nell’Osservazione del n° 8, vale evidentemente anche se il quadrila- 
tero POP'O' è immerso in una varietà V,,, anzichè in una superficie S. Basta all'uopo considerare le 


cose nello spazio euclideo Sy, cui V, appartiene. 


edito tazza 
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detico infinitesimo di W, — ove per A si prenda una qualunque area avente per con 
torno il perimetro del quadrilatero e infinitesima con esso — coincide col valore dell’e-- 
spressione stessa riferita ad un parallelogrammoide geodetico di Gy cioe (117.8) colla 


curvatura totale di s in P. 
Resta così provata la coincidenza della definizione del Levi-Civrra con quella del 


Rremayy; la qual coincidenza risulta in M. (§ 18) dalla verificazione formale dell’egua- 


glianza delle corrispondenti espressioni della curvatura. 


Padova, 5 febbraio 1917. 
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THE CHARACTERISTIC NUMBERS OF A REAL 
ALGEBRAIC PLANE CURVE. 


J. L. Coolidge (Cambridge, Mass.). 





Adunanza del 22 aprile 1917. 


In the study of algebraic plane curves fundamental importance is attached to 
certain numbers, called Prücker’s numbers or characteristics, which are invariant 
when the curve is. subjected to any projective transformation of the plane. In the 
present article we shall, for simplicity of statement, limit ourselves to those curves 
which have at most, point and tangent singularities of the second order. This limi 
tation is one of form only, our main theorem deals with identities holding for all 
curves whatsoever. We shall denote the Prücker characteristics by the following 


numbers 
n = the order of the curve 


m = the class of the curve 

p = the deficiency 

ò = the number of double points 

k = the number of cusps 

x = the number of double tangents 
. = the number of inflections 


These numbers are connected by certain equations, called PLücker’s equations, in 
virtue of which, if the values of three be known, the others may always be expressed 
rationally in terms of them. There is no account taken of the distinction between 
real and imaginary in defining these numbers. 

Suppose, however, that we are especially interested in a real curve. In trying to 
draw such a curve, what is of first importance is not the total number of double 
points or inflections, real or imaginary, but the number of real singularities of one 
sort or another. There is a certain arbitrariness in the choice of those real cha- 
racteristics which are worthy of attention. We give here the list which we shall 
follow in the present article, and which certainly seems to include all that could be 


desired 
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n' = the apparent order of the curve, i. e. the maximum number of real intersections 
with any one real line, multiple intersections counting according to their multiplicity 
m' = the apparent class of the curve, definition corresponding to above 
ò' = the number of real double points, each lying on two real branches 
dò, = the number of conjugate or isolated double points, each lying on two conjugate 
imaginary branches 
k' = the number of real cusps 
t, =the number of real double tangents 
= the number of conjugate or isolated double tangents 
.’ — the number of real inflections 
c’ =the number of real circuits, open or closed. 
Taking the two lists together we have sixteen characteristics. The first seven are 
connected by Prücker’s equations. Some of the first and some of the others are con- 
nected by a well known equation due to KLEIN, namely *) 


m+k' +28 nti tar. 


This equation has been put into a particularly elegant shape by ScHUH is a to 
little known article *). ScHuH considers a point as singular if every line in the plane 
through it have more than one intersection with the curve at that point, or if, even 
though it be not singular in this sense, it is yet the point of contact of a singular 
tangent. Corresponding definitions can be given for singular tangents. The order of 
a singular point is the minimum number of intersections which a straight line through 
that point will have with the curve there. A similar definition will hold for the order 
of a singular tangent. This premised, ScHun’s equation reads 
mi 2vent iu. 

In words: The class of a curve plus the sum of the orders of all the real singular po- 
ints is equal to the order plus the sum of the orders of all real singular tangents. 

This relation is more elegant in form than Krem’s and is readily extended to 
include imaginary curves, and higher singularities. Curiously enough in the case of a 
real curve it reduces to KLEIN’s equation by cancellation. 

We come now, naturally, to the highly interesting question « Are there any 
other equations of this sort connencting real or PLUCKER characteristics, not derivable 


from those already given?» There are, certainly, new relations in the case of special 
types of curves. For instance, in the case of a non-singular curve we easily find 


= 30) +67. 


*) F. KLEIN, Eine neue Relation zwischen den Singularitàten einer algebraischen Curve [Mathema- 
tische Annalen, Bd. X (1876), pp. 199-209]. 

?) F. SCHUH, Eene realiteitsvergelijking voor bestaanbare en onbestaanbare vlakke krommen met 
hoogere singulariteiten [Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam. Verslag van de ge- 
wone Vergaderingen der wis-en natuurkundige Afdeeling, t. XII (1903-1904), pp. 845-854]. 
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This amounts to saying that in the case of a real non-singular curve, not more than 
one third of the inflections can be real. Various relations have been established for 
curves of low order, notably the fourth. There are also certain relations valid in the 
case of unicursal curves 5). With regard to the general question are there any other 
relations independent of these, valid for all curves, no pronouncement of a final sort 
has yet been forthcoming. JUEL seems to have believed that there were such, if we 
may judge by the folloving remark *). «Ich möchte noch hinzufügen dass die Formel 
(1), selbstverstandlich, micht als die einzig mögliche Relation zwischen den reelen Singula- 
ritäten einer ebenen algebraischen Kurve anzusehen ist». 

It is the object of the present paper to show that this opinion is not well founded 
by proving the following. 

FUNDAMENTAL THEOREM. — The only algebraic identities involving any combination 
of real or total singularities as here defined, which are valid for all real algebraic plane 
curves, are those which are deducible from the known equations of PLücker and KLEIN. 

The proof is based upon the following. 

Arcepraic Lemma. — Given a polynomial in any number of variables, equal to 
zero. If it be possible to give to each variable in turn without altering the value of any 
of the others, a number of values greater than the degree of the polynomial with regard 
to that variable, then the polynomial is identically equal to zero. 

The lemma is certainly true in the case of a polynomial in one variable. Assume 
that it has been proved for one of n — 1 variables. Let us arrange according to the 
powers of the mth. variable. We have an equation in this variable with more roots 
than the degree allows. Hence the coefficients of each power of this variable vanish 
identically, for each is a polynomial in n — 1 variables vanishing for a large number 
of values of each variable independently. 

Let us now suppose that we have a universally valid equation 


! 
I 


y N D LORS ' ! ! ! ! PN 
(n, m, p, dk, sun, mc, 8, ds Ta Tes Rs) =O. 


I 


Making use of the equations of PLücker and KLEIN, we eliminate m, p, 7, 4, arte 
PUAMESS P 0 ' Ù ! r INTE 
(1) lm, 95 ky 11501) 4, VOL 5 Mu) =. 


We shall assume that the highest power to which any one variable appears is N. 
We proceed to construct a curve which can be altered in such a way that each of 
these arguments can be given more than N values without altering the values of atiy 
of the other arguments. 


3) Fr. Meyer, Ueber Discriminanten und Resultanten der Gleichungen für Singularitäten von alge- 
braische Raumcurven, mit Anwendung auf Realitätsverhältnisse [Monatshefte für Mathematik und Physik, 
t. IV (1893), pp. 229-276, 331-363], p. 359. 

4) C. Juer, Ueber einen neuen Beweis der Kreinschen Relation zwischen den Singuliritàten einer 
ebenen algebraischen Kurve [Mathematische Annalen, Bd. LXI (1905), pp. 77-87], P- 86. 
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The equation of the curve in question shall be 


(2) f(x, ye y) +e — a d(x, y) = o. 


We proceed to describe it very carefully. 

The curious expression 1? indicates that the degree of the second part is less by 
3 at least than n the degree of the first. e is a real infinitessimal, and +, though 
possessed of a real equation, has no real non-singular points. Hence the curve lies infi- 
nitely close to f and follows the general shape of the latter. Moreover, by varying : we 
have a linear system of curves, and the general curve of a linear system has no sin- 
gular point which is not a fixed singular point for all curves of the system. We shall 
assume that the compound curve fo has no singular point on è, the singular points 


of the general curve are thus the singular points of f» on the line 

(3) x—a=0 

or on the line at infinity. Moreover, since (3) and the equation of the line at infinity 
appear to the third degree in (2) all curves of the system have the same tangents at 
each point of these two lines. 

p and are taken as real in the sense that their equations are real, but they 
are not supposed to have any real non-singular points. It remains to describe f. This 
is supposed to consist in: 

a) Finite quartic loops of three types to be described presently 

b) Pairs of conjugate imaginary lines meeting in real points on (3) or on the 
line at infinity. We shall imagine that is so very large that we have these loops 
and lines in great profusion. 

Types of quartic loop in f. 

1° Elliptic loops or ovals. We get the equation of such a loop by multiplying to- 
gether the equations of a real and a self-conjugate imaginary ellipse, the imaginary 
asymptotes of the two not being parallel. A goodly number of these ovals shall in- 
tersect in pairs on (3) and we shall have at least one nest of N + 2 of these ovals 
surrounding one another, all very small, and none meeting (3). There may be other 
elliptic loops scattered elsewhere in the plane. 

2° Lima bean loops. We obtain one of these by an infinitesimal change in the 
coefficients in the equation of a cardioid. Note that each of these has two real inflec- 
tions, one real double tangent, but no singular point. 

3° Moon shaped loops. Each of these has two real cusps, the horns; two real 
inflections, near the cusps on the limb, but only one double tangent, and no other 
real point inflection. We construct such a curve as follows. Starting with the equation 


n SE À Uol 
(xy + x +3) — 2 +È—o 
where 5 is a real infinitessimal, we sce that we have a quartic with a cusp at the 


end of each axis, but no other singular point besides. By turning the axes through 
an angle of 45° we easily find one conjugate tangent, and Prücker’s equations show 
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that this is the only double tangent, and that the class is 6. Hence we find by 
Krei’s equation that there are just two real inflections. A linear transformation of 
this curve will give us just what we require. 

Let us next see what each of the arguments in (1) will depend upon in the 
case of a curve of type (2). 

n. This dependes upon the total degree of fo. 

3 and k. These depend upon the total number of double points which f and 9 
have on (3) and on the line at infinity. They will not be altered by a change in f 
which replaces a pair of real double points or cusps by a pair of conjugatei maginary ones. 

Ò'. This depends upon the number of pairs of conjugate imaginary lines which 
go to make up 9 and which meet on (3) or on the line at infinity. It will not be 
affected by a change from one kind of pair to the other. 

n'. This is the maximum number of real intersections with any one real line. 
The line (3) is supposed to meet as many loops in real points as does any other 
real line; in addition it is supposed to contain a number of conjugate points, so that 
the number n’ may be assumed to depend uniquely upon the number of points of 
our curve on (3). 

k'. The only real cusps are pairs of horns on (3). 

. The only real inflections are on the moon-shaped or the bean-shaped loops. 
An alteration in the curve which replaces one of these loops by another will not 
alter 1’. 

Ò'. This depends upon the number of pairs of loops intersecting on (3). It will 
not be altered by any alteration in the curve which leaves these intersections undi- 
sturbed. 

c'. This depends upon the number of loops, as a conjugate point is not counted 
as a loop. 

m'. This is the most troublesome of all the arguments. Its value will not be ap- 
parent at all from the form of the curve (2). The number of real tangents from 
any point will be made up of the lines through that point which touch the curve in 
real points, and those which touch it in pairs of conjugate imaginary points, i. e. 
conjugate tangents. The total number of these latter is determined by KLEIN's equation, 
not so their positions. We may imagine that m so far overtops # that +, is well 
above N-+ 1 and then require f to touch the line at infinity in a large number of 
pairs of conjugate imaginary points, so that this line is a conjugate tangent of high 
order, and m’ will depend upon this multiplicity and upon the number of real tan- 
gents in any one direction. 

'. This will depend upon, first the number of lima-bean loops, and secondly 
upon the number of pairs of loops whereof the one is not everywhere concave to 
the other, the intersections of such loops, and the relations of their inflectional tan- 
gents. 

At last we are able to put through our formal proof. 
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A) Independence of +’. We assume that # is so very large that we have one 
nest of small ovals, separated from all other loops by such a considerable distance, 
that small alterations in their position will not affect the number of real tangents 
common to one of them and to a distant loop. Remove the innermost loop and place 
it near the nest outside. No loop shall meet (3) in real points after its removal. Going 
through our list of characteristics, we see that the only ose to be altered is r,, wich 
has been increased by four times the number of loops left in the nest. We then take 
out a second, a third, etc. each time adding to +’ and leaving the other arguments 
unaltered. Thus +! can take N-+1 different values without altering the values of the 
other arguments. It appears then, that either (1) is independent of the argument 7” 
or else the coefficient of each power thereof vanishes for a curve of type (2). Under 
either hypothesis, if (1) subsist for the general curve, there must be in the case of a 
curve of type (2) one of more similar equations lacking the argument +. 

B) Independence of m’. We have pointed out that if we assume m sufficiently 
greater than #, we may give to the line at infinity a high multiplicity as a conjugate 
tangent, and alter this multiplicity by N + 1 different values, without altering the 
aspect of the curve in any visible way. It appears then, that m’ can be given N +1 
different values without altering any of the other arguments in (1). We may reason 
on m' exactly as we did on +! and our conclusion is that if (1) subsist for every 
curve, then for a curve of type (2) there must be one or more such equations in- 
dependent of the arguments +! and m’. Our proof consists in showing, by means of 
the lemma, that these equations can only be o = o so that the same must be true 
of (1). 

C) Independence of c’. This argument is altered by replacing elliptic ovals which 
do not intersect (3) in real points, by self conjugate imaginary loops. The equation 
of such a loop is obtained by equating a definite quartic form to zero. It is true that 
this process alters +’ and m’, but we have just seen that they may be ignored, the 
other characteristics will be unaltered, and c’ may be given N + 1 different values, 
hence it does not enter in the case of our present curves. 

D) Independance of 3’. This characteristic depends solely upon the number of 
pairs of loops meeting on (3). If we replace such a pair by one where each member 
meets (3) in two distinct real points, and make good the reduction in à by giving 
to f or © and extra pair of conjugate imaginary double points at infinity, then no 
characteristic has been altered but 3’ which has been reduced by 2. Thus continuing 
the process, 5’ can take N + 1 values, and so does not enter. It is well to repeat 
that we assume # so very large in comparison with N that we may put N-+ 1 
pairs of extra double points on the line at infinity without overloading the latter 
with intersections. 

E) Independence of 1’, This is shown by replacing N-+1 lima beans successively 
by elliptic ovals. Care must be taken that the bean and oval shall meet (3) in the 
same number of real points, so that the bean abolished must not be one that has 
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four real intersections with (3). Alterations in +! or m’ involved in this process have 


been shown to be immaterial, and +’ is the only other characteristic affected. 

F) Independence of k’. The contribution of a moon loop to our curve is two 
cusps and two inflections. If we replace a moon by a lima bean having the same 
number of real intersections with (3) and restore k to its pristine value by giving to 
f ot 9 an extra pair of conjugate imaginary cusps at infinity, then the only charac- 
teristic affected is k’ which has been reduced by 2. Remembering our remarks under 
D) about not overloading the line of infinity, we see that k’ can be given N+ 1 
values, so it too does not enter. 

G) Independence of d'. This number depends upon the pairs of conjugate ima- 
ginary lines meeting on (3) or on the line at infinity. The former we shall leave 
unaltered as they affect n’, with regard to the latter, if we replace two pairs of co- 
njugate imaginary lines meeting at infinity, by two imaginary ellipses with parallel 
asymptotes, but no finite intersection on (3), we have reduced à’ by 2, but left $ as 
it was. Thus 98! can take N + 1 independent values, and so does not enter into the 
equation. 

FA) Independence of #'. This characteristic depends upon the number of real in- 
tersections with (3) and can be altered by transferring conjugate points from the 
overworked line at infinity to (3). We easily see that »’ can thus be given N-+ 1 
different values, without altering in the least any of the other characteristics in (1). 
Hence n' does not enter. 

I) Independence of n, à, k. The aspect of our curve is not in the least altered 
by giving to ® extra definite quartic factors, or extra pairs of conjugate imaginary in- 
finite double points or cusps, and these three operations are independent of one 
another. Hence each of the arguments n, 6, k can take N + 1 independent values, 
no one of them can enter. 

Conclusion. We have shown that if any such equation as (1) hold in the case 
of the general curve, then for a curve of type (2) there must be an equation of this 
‚sort where the arguments +’ and m’ did not enter, and we have shown, by means 
of our lemma, that no such equation other than o =o does exist for all curves of 
type (2). Hence (1) must also be illusory, and the only equations which do subsist 
are those which are derivable from the known equations of PLùcker and KLEIN. 


Cambridge Mass., february 1917. 
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REMARQUES SUR LA SOMMATION DES SERIES DIVERGENTES 
PAR LES METHODES DE M. BOREL. 


Par G. Valiron (Lyon). 





Adunanza del 25 marzo 1917. 





Dans un mémoire récemment publié dans les Rendiconti *) MM. Harpy et LirTLE- 
WOOD ont démontré des propositions intéressantes concernant la sommation des séries 
par la méthode de sommation exponentielle de M. BorEL, propositions qui généralisent 
celles énoncées par les mêmes auteurs dans un mémoire des Proceedings of the London 
Mathematical Society *). MM. Harpy et LiTTLEwooD établissent notamment le théorème 
suivant : 

lorsque dans une série divergente le produit du terme général par la racine carrée 
de son rang reste fini, la série n’est pas sommable par les moyennes exponentielles. 

Cette proposition se rattacche à une propriété connue des fonctions entières d’une 
variable réelle, à coefficients positifs très réguliers, qui fut tout d’abord utilisée par 
M. BoreL dans le cas particulier de la fonction exponentielle: pour de telles fonctions 
le rapport de la somme d’un groupe de termes entourant le terme maximum à la 
valeur de la fonction tend vers un lorsque la variable croit indéfiniment 8). La pro- 
pricté précédente doit donc se généraliser, en modifiant convenablement l'hypothèse, 
au cas où lon prend pour fonction sommatrice une fonction entière à coefficients 
tres réguliers et, en particulier, lorsqu'on utilise les fonctions de MM. MirrAc-LEFFLER 
et LInDELoF. C'est ce que je me propose de montrer dans ce qui suit; je remplacerai 
d’ailleurs l’hypothèse faite sur le terme général par une autre, plus large, sur la somme 
de p termes consécutifs, p croissant indéfiniment en méme temps que le rang de ces 
termes ®). 


*) G. H. Harpy and J. E. LrrrLEwooD, Theorems concerning the Summability of Series by 
BorEL’s exponential Method [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLI (1916), pp. 36-53]. 

*) G. H. Harpy and J. E. Lirrtewoop, The Relations between BoREL’s and CesAro’s Methods of 
Summation [Proceedings of the London Mathematical Society, series II, vol. XI (1912-19: 3), pp. 1-16]. 

Voir également le mémoire des mémes auteurs: Contributions to the Arithmetic Theory of Series 
(ibidem, pp. 411-478). 

3) Voir E. BoREL, Leçons sur les séries divergentes (Paris, Gauthier-Villars, 1901), p. 14I et sui 
vantes. 

4) Une généralisation ‚du même genre a éé faite par M. E, LaNDAU dans le cas du théorème 
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Je désignerai par c, le coefficient de x" dans le développement de TayLor de la 
fonction sommatrice F(x), et montrerai d’abord ( 1) que des hypothèses assez 
simples sur la croissance de la dérivée seconde du logarithme de c,, prise par rapport 
À n, entrainent déjà pour la sommabilité des conséquences très voisines de la propo- 
sition énoncée ci-dessus. Je montrerai ensuite (§ 11) que, lorsque la somme s, des # 
premiers termes de la série croit assez lentement, on peut mettre en évidence le terme 
maximun de la fonction entière, ce qui conduit 4 considérer une expression de la 


forme 
2; se THG). di 


dans laquelle — H(n) est la dérivée seconde du logarithme de c, par rapport a #. 
Cette nouvelle forme permet de resserrer les limites d’application du théorème de 
MM. Harpy et Lirrrewoop. En remplaçant enfin la somme précédente par une inte- 
grale on arrivera à la démonstration du théorème définitif ($ III). 

Le procédé de sommation introduit ci-dessus est la généralisation du procédé 
(E, a) de MM. Harpy et Lirrcewoon, je lappellerai procédé (A); il sera légitime de 
l’employer lorsque le produit H(x)x° croit indéfiniment avec x [M(x) tendant vers 
zero|, mais dans ces conditions il ne sera pas toujours possible d’établir l’équivalence 
avec la sommation par une fonction entière, ce sera le cas pour H(x) = x”, « étant 
compris entre — 1 et — 2. On est alors conduit & la sommation (/7) par la recherche 


de la limite, lorsque x tend vers un, d’une expression de la forme 


2.6; Nas 


Tn 
C, x 


dans laquelle le dénominateur a pour rayon de convergence l’unité et des coefficients 
positifs satisfaisant 4 certaines conditions de regularite. Je montrerai ($ IV) que ce 
nouveau procédé de sommation est applicable à l’étude d’une série entière aux points 


réguliers du cercle de convergence. 
Tous les procédés de sommation que je considérerai sont d’ailleurs bases sur la 


méthode générale des moyennes introduite par M. Borex °) ce qui justifie le titre 


donné à cette note. 


SOT: 


1. Je supposerai d’abord que la fonction sommatrice F(x) est de la forme suivante 


Ria Si Corale (i SII. 





de TauBER: Über einen Satz des Herrn LrrrLewooD [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 


t. XXXV (1° semestre 1913). pp. 265-276]. 
5) Voir les Lecons sur les séries divergentes, 1. c. 3), p. 92. 


| 
i 
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le produit mx, étant borné en module et G(x) étant une fonction jouissant des pro- 
prietes suivantes: 
2 ad 
err Ca 
(A) lim N), mm fore 
=» log x 


(B) |G'(x,)— <A lio) puo. 


Le röle de ces deux conditions apparaitra dans la démonstration de la proposition 


b) 


fondamentale suivante. 
THEOREME I. — Si l’on désigne par &(x) ou plus simplement par & le rang du 


terme maximun de la fonction entière F(x) et par s, une fonction de l’entier n dont le 


n 


module reste inférieur à n° (pour n supérieur à un nombre fixe A,), on a Pegalite 


col N, 
(1) lim =~ | > 05 — dc Sa" | =o, 
=. FG) x) Bb N; 
dans laquelle N, et N, désignent deux entiers définis par l'égalité 


(2) | N-E=E-N = A(p)Vlogé[G" or“. 


2 





D’après l’hypothèse faite sur s, tout revient à démontrer la proposition pour s, = n° 
et par suite a établir que les expressions 


(3) 





N 
SS) I ath Ei oe 

= hee Fie Gin 

ont pour limite zero lorsque x croit indéfiniment. Je ferai la démonstration pour la 

première, la méthode étant la méme pour la seconde. Je supposerai actuellement que 

dans la première expression (3) N, est um nombre quelconque supérieur à €, et je 

chercherai 4 le déterminer pour que l’expression tende vers zéro. Le nombre & est la 

partie entiere, ou la partie entiere augmentée d’une unité, de la racine de l’équation 


(4) G'(y) = log x, 
racine qui est unique dès que x est supérieur à un nombre x, facile A déterminer, 
puisque, d’après la condition (A), G'(x) est croissante 4 partir d’une certaine valeur 
dex 

Posons 


RAS 


et comparons les termes de méme rang dans R(N,, x) et R(n,, x), n, étant compris 
elites ect NN, On a 


dyN2+ | 
P = Orti N + Det — (: ok 2) (: + — NI: So. albe N, o tee G(N,+9)+G(ng +9) 
i lea x! n + 9 





Oo 


LL 


6) Dans tout ce qui suit je désignerai par e(x) toute fonction tendant vers zéro, et par (x) 
toute fonction restant bornée lorsque x croît indéfiniment. 
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En appliquant à la fonction G(x) la formule des accroissements finis, en s’ap- 
puyant sur la croissance de G’(x), et en remplaçant log x par G'(é + 1) qui lui est 
supérieur d’après la definition de € [égalité (4)], on voit que l’on a 


ALLEN 
log p, < (p + 1) log (: ei 


) +W,— n9[GE+1)— Ga) 


ou finalement 
4 +1), 
logo,<(P+og(14 NE PTT 
G''(x) varie lentement d’après la condition (B), on est donc conduit à prendre 
pour n, une valeur differant de moins d’une unite de la moyenne de £ et N,; R(N,, x) 
sera alors inférieur au produit de R(n,, x) par le nombre (x) 


(N, 25 gl? 


pat _ II 
o ‘) PRO ra n 


On obtient ainsi linégalité 





vo 1) 5 NER RD x 
RIN, 2) <a De “ay FO) 


et l’on peut évidemment choisir N, pour que le coefhcient de F(x) tende vers zéro, il 





suffit que le produit (x) N? tende lui-même vers zéro ce qui aura lieu si l’on prend 


Ni =p + bee a> A, 

puisque la condition (B) permet alors de’remplacer €, par & dans l’expression de y C0): 

Le théorème I est donc démontré et l’on voit que A(p) est inférieur à 4p +1 
lorsque log £ G'’(£) croit indéfiniment. 

Dans le cas où les nombres s, sont bornés le raisonnement fait ci-dessus montre 

que l'égalité (1) est encore valable en prenant 





N,—§ =§—N = 
et il est facile de se convaincre que cet intervalle ne peut étre restreint. 

2. Les conditions (4), (B) s’introduisent naturellement dans la démonstration du 
théorème précédent, ce sont des conditions de régularité n’apportant aucune restriction 
à la croissance de la fonction entière F(x). En effet, la fonction F(x) étant entière, 
le quotient de G(x) par x a pour limite l’infini lorsque x croit indéfiniment, et par 
suite G’(x) n’est pas borné supérieurement, supposer que ce nombre croit n’est donc 
qu’imposer une première condition de régularité; d’autre part, quel que soit x, le 
produit x'**G'’ n’est pas borné, ce qui achève de montrer que la condition (4) ne 
limite pas la croissance. Pour la condition (B) le même fait résulte de la remarque 
faite ci-dessus lorsque G''(x) tend vers zero; il est évident lorsque G’’(x) a une limite 
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ou bien croît indéfiniment en restant inférieur A log x, enfin si le quotient de G’'(x) 
par log x reste supérieur à un nombre fixe la différence N, — N, restera finie sans 
que G'(x) soit astreint à aucune autre condition. Les fonctions correspondant A ce 
dernier cas sont d’ordre nul, à croissance très lente, elles ne nous intéresseront pas 
dans la suite. 

3. Considérons une série et désignons par s, la somme de ses n premiers termes, 
nous dirons que la série est sommable B, de somme s, par la fonction entiere F(x) 
satisfaisant aux conditions (A), (B), si l’on a 


a I di =. “ie 
(5) Rip ep oe oe = Se 


Une serie convergente ayant pour somme s est sommable B avec la méme somine. 
Certaines séries divergentes peuvent étre sommables, par exemple la progression géo- 
n 


métrique dont le terme général est x" est sommable par les fonctions F(x) vérifiant 
la condition 





(6) lim Ey — 9, 

La région du plan des x pour laquelle cette égalité est vérifie est d’un seul tenant, 
et permet de definir pour toute fonction de z une étoile de sommabilité ne dépendant 
que de la position des points singuliers. Pour que la sommation B permette le prolon- 
gement analytique dans une région ne dépendant que de la position des points singu- 
liers, il est donc nécessaire que la condition (6) soit vérifiée pour des valeurs de x de 
module supérieur à um, ce qui exige que la fonction F(x) soit d’ordre positif. Les 
fonctions d’ordre nul pourront cependant permettre la sommation de certaines séries di- 
vergentes, c'est ainsi que la progression géométrique sera sommable pour les valeurs 
de x de module égal à un lorsque la condition (6) sera vérifite pour ces valeurs; il 
sera toutefois nécessaire que le quotient de log F(x) par le carré de log x ait une 
limite supérieure infinie lorsque x croit indéfiniment 7). Nous supposerons dorénavant 
que cette condition est réalisée. 

4. La propriété de la sommation B mise en évidence par MM. LrrrLewooD et 
HarDy apparaît immédiatement, sous une forme encore imprécise, comme conséquence 
du théorème I. On obtient en effet le théorème suivant, valable pour toute fonction 
F(x) satisfaisant aux conditions (A), (8): 

THEOREME II. Designons par o(n) le maximun du module de la différence s,,,— 5, 
lorsque la valeur absolue de p varie de o a 


(log n)° [6 m] 
et supposons que o(n) ait pour limite zero lorsque n croit indefiniment. Dans ces conditions 
la série ne peut étre sommable B par la fonction F(x) sans étre convergente. 


RR 
3 


7) Voir G. VALIRON, Thèse, en particulier page 34. 
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Car s, étant inférieur à n le théorème I est applicable, et comme l’on a 


im 70 DIA ony er] = 


on voit que si la série est sommable B, de somme s, sg a pour limite s ce qui dé- 
montre la proposition. 
En prenant pour fonction F(x) les fonctions E(x, x) de M. MirtAG-LEFFLER, qui 


n 


pour « = 1 donnent la fonction exponentielle, on a 
x 


Erario cr 3% C4 C2 (x2 +) log (x x) — EN 


la limite de variation de p est donc la méme, 4 un facteur constant pres, pour toutes 





ETA 
2 


ces fonctions et est égale a bh? (log n) 
Le résultat est le méme pour les RUS E (x) de M. LinpELOF, pour lesquelles 
on trouve 


# x n 
Eee > (=) NG Carona 
Pour les fonctions d’ordre infini G’’(x) décroitra moins vite, et par suite le théo- 


rème II sera moins restrictif; ainsi pour la fonction L,(x) de M. LinpeLor on aura 


LC 3 G(x) = x log, (x + $), 





a+] 


l’intervalle de variation de p sera ici égal à kYn. 


G2) 


5. Le theoreme I qui restreint le nombre des termes déterminant la valeur de la 


fonction F(x ) conduit naturellement 4 mettre en évidence le terme maximum. Pour 
obtenir un résultat simple nous devrons faire des hypotheses plus restrictives sur la 
croissance de la fonction G’’(x). Nous supposerons que les conditions (4), (B) sont 
remplacées par les suivantes: 





(AN) lim —— EIA lim (ri (YO 





fee” i Co eon 


| 
x ? A logx _ 








Nous pourrons alors demontrer la proposition suivante: 
THEOREME II. — La fonction G''(x) vérifiant les conditions (A'), (B’), et la suite 
des nombres s, satisfaisant à la condition 


x li +nG”m] _ 
) na n VG" (n) (n) 





O, 


À 
4 
7 





REMARQUES SUR LA SOMMATION DES SÉRIES DIVERGENTES, ETC. egy x 











on a l'égalité 


Ta Coe i GERE meee ta TI 
(7) FO 2 ASE ~ VARO] 2 SER 


Tout d’abord le théorème I étant applicable en vertu de la condition imposte a 
s, et de la condition (4°), on peut remplacer dans le premier membre de légalité (7) 
les limites o, co par N, et N,. Désignons alors par T(x) la valeur du terme maximun 
de F(x), on aura 


log c,x" = log T(x) + (n — &) log x + G(E) — G(n) + = 
= log TG) + (n — Hflogx — CO] — 
UD CE ++, ocr, 


L’equation (4) montre que log x est égal à G'(Ë + 6’), 6’ étant inférieur à un 
en valeur absolue, par suite, en utilisant la condition (B’), on aura pour les valeurs 
de # comprises entre N, et N, 


log c, x" = log T(x) — > (n — EY G' (E) 
PAGE — GIE) + NOE 


On voit aisement, en utilisant de nouveau les conditions (4’), (B’) et en tenant 
compte des valeurs de N, et N,, que les trois facteurs de A(x) tendent vers zéro 
lorsque x croit indéfiniment, on pourra donc écrire 4 


(x +2, 8) 
RE +0 — 56") + re» co 
ce qui conduira à légalité | 
nue A T(x) N, — 1 (n—£)2G(é) : | 
ch, ed x \ S A A ba ’ 
O ale bt HIHI +A) + AG) 
dans laquelle S(x) désigne le maximun de s, dans l’intervalle N,, N, et où Pon a 
N, 
AG) = =) 4, 
AT 
N, _ (n—&)? 
A.(x) = MODE ae, u(C)=e * 


Ad) = = GE) > a, (n — 8)’ 


— — (n—&)?G"(é) 


pazzo (X) 2 
(8) 





G'I(È) 


8) Le signe — indiquera dans tout ce qui suit que le rapport des deux membres a pour limite 
un ou qu'ils tendent simultanément vers zero. 

9) C'est dans les mêmes conditions que l’on pourra écrire Pégalité (2. 125) du mémoire de 
M. M. LirtLEwooD et Harpy, la démonstration du lemne 2. 12 devra être modifiée en conséquence. 
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On obtiendra des limites supérieures des sommes précédentes en remplaçant les 
limites N, et N, par o et co; or le nombre g étant entier et a positif on voit par 
un calcul bien simple que l’on a, quel que soit N, 


n= 


N 2 # 2 
Da yan n! 4 X(N) + f pae *x1dx 
q+! 


(10) SA NR TAO es ARIANO 
ar B,=q4(—2)... 2X 2 Va, qu 24; 
J=X(N)+ Ba | ne 


HP (a 2) 0093-002 Wo 


En utilisant cette inégalité et ’hypothése faite sur s, qui, eu égard à la condition 
(B'), entraîne pour S(x) légalité (a) où n est remplacé par x, on aura 


T a 


a) © S(®)[4,.) + 4,6) -+ 4,@)] = e(x)[G"(x)] "- 
Il reste à calculer la valeur de T(x), il suffit pour cela d’appliquer légalité (9) 
au cas où s, est égal à un, on obtient ainsi Pégalité asymptotique 


I (n—&)2GNE 


ER Vere CS ye 


dans laquelle on peut remplacer les limites x et N, par + co, car on a pour cette 
somme un théorème analogue au théorème I. En remplaçant la somme ainsi obtenue 
par une intégrale dont la valeur est donnée par légalité (10) on trouve que le quotient 


de F(x) par T(x) est asymptotiquement égal è | pare c'® En portant la valeur ainsi 
trouvée pour T(x) dans l’égalit (9) et en utilisant Pégalité (11) on obtiendra légalité 
(7). Le théorème IIT est donc démontré. 

6. Le théorème‘IIl est un théorème d’équivalence; il établit en effet que s, satis- 


faisant à la condition (a) le procédé de sommation B est équivalent à celui qui con- 





sisterai à chercher la limite de l’expression 


(22) Vies pe, MN AREE 


x+q) 2 I 
lorsque x croît indéfiniment, la fonction H(x) satisfaisant aux conditions imposées a 
G''(x). Il est clair qu’il existe un théorème jouant, vis à vis de l’expression (12), 
rôle du théorème I; on démontrera en effet, de la même façon la proposition suivante : 

THEOREME I’. — Si la fonction H(x) satisfait à la condition (A) et si s, reste in- 
férieure à partir d’un certain rang à n°, on a 


oe ee N" 
N AER Gay een ia, ee 
lim Be dr RA hes te Su) 
X=00 v 
Ni 2 
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Cette proposition introduit un nouveau procédé de sommation qui consiste a cher- 
cher la limite de l’expression 


H (x) +0 —+ q*H(x) 
cr é 


2% 7 


TIA, 
lorsque x croit indéfiniment par valeurs entières, H(x) vérifiant l'égalité (4). Ce 
procédé est la généralisation de celui indiqué par MM. Harpy et LiTTLEwooD sous le 
nom de procède (E, a), je le désignerai sous le nom de sommation H. Des théo- 
remes II et I’ on déduit le corollaire suivant. 

THEOREME III’. — Si la fonction A(x) = G"(x) vérifie les conditions GAL PURE 
el si s, vérifie la condition (a), les procédés de sommation B et H sont équivalents. 

Du mode de démonstration du théoréme III on déduit facilement que, dans l’é- 
nonce précédent, on peut remplacer l'égalité entre H (x) et G’’(x) par légalité moins 


restrictive G' (x) + r(x) — GG) = H(x). 


Comme conséquence on voit par exemple, en se reportant au n° 3 que la som- 
A 
mation B par l'une ou l’autre des fonctions E(x, x) et E, (x) est équivalente, sis n 7 
x : a 
tend vers zéro, à la sommation H avec H(x) =. 
x 
L \ Lema \ 1 . . . 

7. Dans les théorèmes précédents nous avons supposé une limitation de Seal cette 
limitation peut se déduire d’une hypothèse sur les termes de la série et de l’hypothèse 
de la sommabilité. On obtient le théorème suivant. 

THEOREME IV. — Si la serie dont la somme des n premiers termes est s est som- 


mable B(ou H), et si l’on suppose que p(n) désignant le maximun du module de Sora 


lorsque p reste inférieur à 1 + i a 
ai 
q P n G" (n) ) 
(b) lime(n) = o 
5, Vérifie la condition (a). | 
Les conditions imposées à la fonction sommatrice ‘sont ici les conditions (4’) 
ex). 
Je ferai la démonstration dans le cas de la sommation B, qui est le moins simple. 
Il est tout d’abord évident que, s, restant inférieur 4 kn, le théorème I s’applique; on 
peut d’autre part remplacer s, par Se + (5, — Se) et séparer les termes correspondant 
F GU d n — fas 
par «TEA 
1 + 6 G'(6) 
È mre N - 
S G S - EN un 
— O >. ¢,(n — Ex. 
j A S G (5) Ny 
En remplaçant c,x" par la valeur donnée par l'égalité (8), on voit que la somme 
figurant dans le second membre de l'égalité précédente est inférieure au produit de 


à sz, enfin majorer la difference |s, — s; 





, ce qui donne 


’égalité 





Se = S[1 + e(x)] + e) 
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et l’on retombe sur l'égalité 


SARA OMe AT 
Te) par A(x): 160); et par suite inferielire.ar na 
VG") 
. È 
(a) puisque & est susceptible de prendre toutes les valeurs. 
Lorsque le produit x G''(x) ne tend pas vers zéro, c’est-à-dire lorsque la som- 
mation B est faite par une fonction entière d’ordre fini ou nul, l’énoncé du théorème 
IV se simplifie, s, vérifie la condition (b) lorsque le terme général tend vers zero; la 


I 


condition (a) se simplifie elle-même et exprime que s, est inférieur à e(n)[G"'(n)] vee 

8. La substitution de la sommation H & la sommation B, possible d’apres ce qui 
précède lorsque les nombres s, vérifient la condition (a) ou la condition énoncée au 
n° précédent, permet de donner un énoncé plus précis du théorème IL: 


THEOREME Il’. — Si le maximun o(n) de |s,,,—S,|, lorsque p prend toutes les va- 


n+p 


leurs inférieures à ~———, tend vers zero lorsque n croit indéfiniment, et si la serie 
1 1 


est sommable B(ou H), de somme s, la fonction G''(x) [ou H(x)] satisfaisant aux 
conditions (A') et (B'), la série est convergente et a pour somme s. 

On se trouve en effet dans les limites d’application du théoreme III, et lon a 
dans un cas comme dans l’autre 


È H (x) Na e RIINA ote log x 
im ya 2° RY = 5, N, tl H(x) y? 


N°, 
[H(x) étant remplacé par G’’(x) dans le cas de la sommation B]. On mettra s, en 


évidence comme au n° 7, et on majorera la difference |s,, —s,| par e(x)[1 +¢VH(x)| 
conformément à l’hypothèse, on obtiendra ainsi l’égalité 


TOI +]: 


et, en achevant le calcul comme ci-dessus, on voit que s, est asymptotiquement égal a 
s, ce qui démontre la proposition. 

La condition imposte à la série est évidemment vérifiée lorsque le terme général 
a, reste, à partir d’un certain rang, inférieur à e(n)YG’(n) on a ainsi la proposition 
suivante, qui comprend celle démontrée par MM. Harpy et Lirrtewoop dans leur 
premier memoire: 

Si la série de terme général a, est sommable B par les fonctions E(x, «) ou 


E,(x), et si le produit a,Yn tend vers zéro, la série est convergente. 

9. Dans le cas où la suite c(n) introduite dans lénonce du théorème If’ est 
seulement bornée on peut encore faire les mêmes raisonnements que ci-dessus, et l’on 
est conduit 4 la proposition suivante qui jouera un röle fondamental dans la suite: 

Lemme. — Considérons une serie sommable B(ou H) [les fonctions G''(x) ou 
H(x) vérifiant les conditions (A') et (B')], et supposons que la somme s, des n premiers 
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termes satisfasse à la condition suivante: a(n) étant une fonction tendant vers zéro 


lorsque n croit indéfiniment le maximun o(n) de |s,,, — s,| lorsque p reste inférieur à 


n+p 
a(n)[G''(n)] * est lui-même inférieur à Aa(n); alors la somme s, est bornée en 
module. 

Comme conséquence de ce lemne on voit que s, étant borné en module, on peut 
appliquer la remarque faite 4 la fin du n° 1 (la méme remarque pouvant étre faite 
dans le cas de la sommation H), on aura donc 


in [LOSE de 32 pack Nee ADI 
Var Hi VG") 


et ceci quel que soit e(x). L’intervalle utile dans la recherche de la limite est ainsi, a 
un facteur près croissant aussi lentement que l’on veut, le méme que celui dans lequel 
Sn:p — S| reste infiniment petit. On prévoit donc que, si la sommabilité B a encore lieu 
lorsque G''(x) est remplacé par son produit par un nombre arbitrairement grand, la 
condition imposée aux s, entraînera la convergence. On démontrerai rigoureusement 
cette propriete en utilisant la valeur du reste trouvée au n° 1, mais la démonstration 
sera plus simple par la méthode de MM. Lirrtewoop et Harpy. 





8: 


10. Je montrerai maintemant rapidement que, moyennant quelques hypothèses 
supplémentaires sur G’’(x) ou H(x), on peut étendre la portée du théorème IP et 
obtenir l'énoncé définitif sous la forme suivante: 

THEOREME II’ — Si une série est sommable B(ou H), de somme s, et si la somme 
5, des n premiers termes satisfait à la condition 


(¢) Sep = Sa), Pp <La(m)[G"(n)] * [lima (n) = 0] 
la série est convergente, de somme s. 

Je suivrai le mode de démonstration de MM. LrrrLewooD et Harpy et rempla- 
cerai d’abord dans la sommation H la série par une intégrale en établissant la pro- 
priete suivante: 

THEOREME III’. — Si H(x) vérifie les conditions (A), (B'), si le maximum 


I Pea 
p(7) du module de s,,,—s, pour p Z1 i tend vers zero lorsque n croit inde- 


finiment, et si la série est sommable H, on a 
EL) se Sagara H(x Ser a) 
SS „eye u, fat adi, 


f(x) désignant une fonction nulle pour x négatif, linéaire dans tout intervalle n, n+-1, 
et prenant pour x = n la valeur s,. 
La démonstration résulte des deux faits suivants: 
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° dans les deux membres on peut remplacer les limites par des nombres N' et 


i 
N' tels que Ni = — Ni = A(log x)? LH Colo la propriété résulte du théorème I’ 
pour le premier membre puisque s, est inférieur à # et découlerait d’un théorème 
analogue pour l'intégrale. 

2° Pour les valeurs de ¢ comprises entre les entiers get g + 1, on a 


12 I 
— — H(x) 


REN RA È (x) q H(x)], N 
A NY e(x)xVH(x) i 
SEA x) = Spa + EC) MC CE 1 +xH(x) ARAN Ei 





l’inégalité écrite en dernier lieu étant consequence du théorème IV. 
Je designerai par méthode de sommation L le procédé qui consiste a attribueı 
pour somme a la série dont la somme des # premiers est s,, la limite pour # infini 


(si cette limite existe) de l’intégrale 


H(x) a me (a 
27 


fa+9a, [fM)=+ Gu -9)0—-1), 1LyZrpil. 
Les théorèmes III et HI’ montrent que, lorsque les s, vérifient la condition (5), les 


méthodes de sommation (B), (H), (L) sont equivalentes, G’’ (x)= H(x)+A(x) 





ae 
VH (x) 
vérifiant les conditions (4’) et (B'). 


11. Nous supposerons dorénavant que H(x) est fe cicline et designerons par 


K(x) la fonction inverse de K(x) est croissante et son quotient par Yx a 


H ey 
pour limite oo; la méthode de sommation L consiste des lors à chercher la limite, 
pour x infini, de l’expression 


pede “f(t My K (x)) dt. 


Nous pourrons, a partir de cette nouvelle forme, établir la proposition fondamentale 





suivante : 

Supposons que la fonction K(x) admette des dérivées première et seconde continues 
et vérifiant les conditions 
(C) Sir I (A> 0) 

TE St Xo a), 
et supposons qu'une série soit sommable, de somme s, à laide de cette fonction, la somme 
s, des n premiers termes étant d’ailleurs bornée, cette série est alors sommable L à laide 


de la fonction K(xa), quel que soit le nombre a supérieur a un. 
On peut évidemment supposer que s est nul, et on doit vérifier que l’egalite 


lim Vag (x, a a) = im / 5 fe + K(x)]dt = 0 





| 
| 
| 
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étant réalisée pour une valeur de a, elle l’est encore pour les valeurs supérieures, ou 
plus simplement que l’égalité a encore lieu lorsque a est remplacé par a + è ( <a). 
Or on a 





px, a) = Sen ee (EEE ri ci 


Vrx x 
I 


ONT n 
i te ) St +KGldi ee 


ern If Mel Keyl ds, 


et, comme /[t + K(x)] est borné, le second terme de « (x, a) est inférieur à 


A aoa 1124 o) di 2A ee x ca | N Nee ; 16 
- + erie SEE di eu Lie du <A 
(n + ı)!yx iB ~ @ +1)! x n 


Par suite tout revient à montrer que les fonctions /,(x) tendent vers zéro lorsque x 
croît indéfiniment, et, puisque / (x) tend vers zero, il suffit de vérifier que / (x) 
tendant vers zéro il en est de même de J, (x). Or les I,(x) sont bornés, d’autre 
part on a en dérivant 


n= — ++ ef” ey lit kogla: 





en integrant par partie la derniére intégrale on obtient finalement 
2n +1 = es 
re Oa Monza 


En utilisant les propriétés (C) on déduit de cette ile, 





[al CO TETE PESI 


2 


RO = 4a Ze 


il 
comme KG) tend vers zéro c’est le troisième terme qui donne son ordre à la somme, 
\ 


on a donc simultanément 


(14) Ur Col = [KAT L=); 


admettons pour l’instant que l’on puisse déduire de là l’inégalité 


3 
1 | 3 à 2 
(15) L= "K@) 
En portant cette valeur dans l’égalité (13), en faisant n égal à zéro et en résolvant 
par rapport à J, on trouvera que cette fonction tend vers zéro; d’une façon générale, 


2 


en faisant n—=—p et en résolvant par rapport à J on trouvera que cette fonc- 
2 


L(p+i) 
tion tend vers zéro, et par suite la proposition en vue est démontrée. 
Il reste à montrer que les égalités (14) entrainent l’inégalité (15). Désignons par 


tt 
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2(x) une fonction décroissante tendant vers zéro qui soit constamment supérieure à 
I (x)] et formons la suite de nombres x, définis de proche en proche par l'égalité | 


(CARE DE TAG) ERE d’après la formule de la moyenne il existe un nombre xi 


compris entre chaque couple de nombres x,, x,,, pour lequel on a 


no = Gd BOO 2/26 E(x) 


— x] 


t+1 


et entre x! et x’, on a encore, en vertu de cette même formule 


HO <UL AG < PE KG) 


VEE , Ge) MIE 
+ (Gpl AAC i x 


D’autre part la première condition (C) montre après intégration que K(x’) est infe- 
' 


A(x) 
x 
, par suite Zu étant de la forme 1 + e(x) 


i 














rieur au produit de K(x) par (= 


on voit que l’on obtient l'égalité (15). 

12. La démontration du théorème II" est alors bien aiste, en supposant que la 
fonction G''(x) [ou H(x)] vérifie les conditions (A’), (B’) et que l’inverse de 
2[G"(x)] jou de 2[H(x)]/'} satisfait aux conditions (C). En effet, le lemme du 
n° 9 montre que s, est borné, le théorème III’ est applicable donc la série sommable 
L, et d’après ce qui précède elle Vest par toute fonction K(ax), a étant fixe mais 
aussi grand que l’on veut. On a ainsi légalité 


im (5 — su — NES" + KG — Kai) = 0 


Lka 
dans laquelle on peut remplacer les limites d’intégration par + (ax) dans cet 
q P P 8 P ) 


ès 


intervalle la quantité entre crochets est inferieure à 24x 


pus 
2 


+ ex) et l’on obtient 
re Ber 
lim (s — Sk) <a jé 
ce qui achève la démonstration. 
Les conditions imposées à G''(x) ou à H(x) peuvent se simplifier, la première 
relation (C) entraine une relation analogue pour G''(x), on a donc en intégrant 


ie Dale LS 





et si dans cette égalité on fait x, = x[1 + e(x)] on obtient 


al)" oro HONE") 
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ce qui montre que la relation (B’) est certainement vérifite. En résumé il suffit que 
G''(x) satisfasse à la condition (4’) et qu’en posant ah HONOR ® | 


inverse de H(x) vérifie les conditions (C). 

Les conditions (C) sont vérifiées par toutes les fonctions simples 4 croissance 
rationnelle *°) de sorte que le théorème II’’ est valable pour la sommation B par les 
fonctions E,(x) et E(x, «) l’énoncé étant alors le même que pour la sommation ex- 
ponentielle. 


§ 4. 

13. D'après ce qui a été dit au n° 2 le produit x'** G'’(x) ne saurait être borné 
lorsque G''(x) est une fonction déduite des coefficients d’une fonction entière, et ceci 
quel que soit le nombre positif «, G''(x) ne peut donc être égal 4 x78, B étant su- 
perieur à un. Une telle limitation ne s’impose pas dans la méthode de sommation H 
qui continuera à jouir des propriétés exprimées par les théorèmes I’, IV, II’’. Il existe 
ainsi des fonctions H(x) pour lesquelles la sommation H n’est pas analogue 4 la 
sommation B. On peut alors rattacher la sommation H à la sommation par des séries 
entières de rayon de convergence égal à un. 

Considérons la série de rayon de convergence un 


= Sara Leaf). 


le quotient de G (x) par x tend vers zéro lorsque x croît indéfiniment, nous suppo- 
serons que G (x) est une fonction négative décroissante, dérivable deux fois, la déri- 
vee première G'(x) étant négative tandis que G"(x) est positif. Nous supposerons de 
plus que G'’(x) vérifie les conditions (4’) et (C). 


Nous dirons que la série de terme général s, — s,_, est sommable A, de somme 


ssi lon à 
I n 
lim DI 2 Sn x 


ARAGON NT 

On pourra démontrer les mêmes propositions qu’aux § précédents, et notamment l’équi- 
valence à la sommation H ou L en prenant comme plus haut H(x)= Re) ESS ; 
en particulier le théorème II” est applicable 4 la sommation A. 

14. Il est aise de se rendre compte de la nature de l’extension ainsi réalisée. Le 
quotient de G (x) par x tendant vers zéro la dérivée G!(x) admet zéro pour limite 
inférieure pour x infini, et par suite aussi le produit xG"(x); les fonctions G"(x) 
tendent donc vers zéro plus rapidement que les fonctions G''(x) et l’on pourra prendre 


aalmociccit: 2) 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 3 aprile 1919. 36 
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finalement pour H(x) des fonctions dont la croissance est comprise entre celles des 
COPIE 
B(x) x! log x 

Il importe de montrer que les nouveaux modes de sommation obtenus sont utiles 
(dans le cas ou il y a équivalence 4 la sommation B le fait résulte de ce que la som- 
mation B est utile) je montrerai donc que la sommation A permet, lorsque la fonction 
o(x) est convenablement choisie de sommer certaines séries divergentes. Supposons que 
o(x) admette le point un pour point essentiel et n’ait pas d’autre point singulier sur 


fonctions 





ue I 
le cercle de convergence, ce qui aura lieu en particulier en prenant 9(x)= E (- +.), 


E(x) étant une fonction entière à coefficients positifs. Considérons d’autre part une 
série de terme général a, et telle que la série entière > a,x" admette le point z= 1 


pour point régulier, la valeur de la fonction en ce point étant A; la fonction > 5,7" 
(s, désignant toujours la somme des m premiers termes, s, = a) admettra le 
o 


point x= 1 pour pôle simple de résidu A. Dans ces conditions un théorème connu 
de M. Boret sur la multiplication des singularités montre que la fonction SPC 
admettra aussi x — 1 pour point essentiel, le développement de LAURENT autour de 
ce point étant le même que celui de 9(x)X A, il suit de là que le quotient par 9 (x) aura 
pour limite A lorsque x tendra vers un. La série sera donc sommable A. 

15. Dans ce qui précède j'ai fait une hypothèse sur la nature analytique de’ la 
fonction sommatrice, mais il est facile de voir que les seules hypothèses sur la régu- 
larité de la croissance suffisent, dans certains cas pour assurer la sommabilité, c’est 
ainsi que la sommation de la progression géométrique de raison un sera toujours pos- 
sible. Il suffit de montrer la propriété pour la sommation H à laquelle on peut donner 
la forme commode suivante: la série est sommable H par la fonction 8 (x) satisfaisant 
à la transformée de (A') si l’on a 





à I +00 — 19° 1 A 
lim E ine SR [0 (x)] = partie entière de 9(x). 
TX —[6(x)] 
\ PERG ls I — 2" 
Comme pour la progression géométrique s, est égal a pon on a 
TV ta I Ten deri Il Re 
ie HO Gay a eee seo ; Ra REN ER 5 1) 
Vr x im 12 Yrx fom 12 Yrx fo 


De I 
le premier terme du second membre a pour limite man, d’autre part le module de 


z étant égal 4 un, la somme qui figure dans le second terme est asymptotiquement 


égale à la même somme prise à partir de la valeur — (théorème I’) donc à 


cette somme prise À partir de la valeur — x. Or la progression est sommable par les 
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moyennes exponentielles, on a donc 


lim —— 
x= Vr x Tr 
et par suite la série est sommable H. 
En se reportant au n° 3, on voit que l’on a incidemment démontré la propriété 
suivante: 
Si les coefficients de la fonction F(x) vérifient les conditions (A') et (B') on a la 
relation 
PRX) _ 


lim 7 en Te (z] = 1, 71). 


On pourrait énoncer une propriété analogue pour les séries entiéres. 

16. Il est par contre aisé de montrer que la sommation H ne constitue pas un 
procédé de prolongement analytique satisfaisant aux conditions énoncées au n° 3, car 
la sommation de la progression géométrique de raison supérieure à un n’est pas pos- 
sible. D'après ce qui a été dit ci-dessus il sufht de voir que l'expression 


gl] +00 





el Di: Re 


—[0(x)] 





ne tend pas vers zéro lorsque x croit indéfiniment. On ne changera pas la limite en 
remplaçant dans la somme [0(x)] par co et l’on aura à considérer le produit 


zit) on EE 
Tapie x), F(x, x) = Ze 


Quels que soient x et z la fonction F(z, x) vérifie l’identité 





I 


F(z, x)=ze * F(ze *, x) 


supposons alors que z soit de la forme e ote (© = 7): Piu Reétant des en: 


tiers et © irréductible, ce qui ne restreint pas la généralité, posons en outre x — Q v3 
on aura en “ie yP fois l'identité précédente 


FG x)= 





lot 
9(Qy) le o si fa 2inw 
= Jos (em, y Q). 


Le calcul de F(e**°, y Q) se fait aisément, on a, en utilisant encore une fois le théo- 
reme I’ 
is 


&(y) 
AREAS y Q) PRE hen un 


(n+1)Q _ q? I Te) GI I 
e 50° cos 2 7 LS — — n(Q — 
“= > os 2 5 i = (- (Q 1) +B) 


284 G. VALIRON. 


par suite 
Vy 
Ay Ia 
Fe, yQ)ov2 de 72" (F n(Q—1) +B) 0100-17) 


[0(x)] 








ce qui montre que le produit F(x, x) croit indéfiniment et démontre la propo- 


TX 


sition. 
Paris, 9 janvier 1917. 
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SULLE EQUAZIONI INTEGRALI DI PRIMA SPECIE 
A NUCLEO NON SIMMETRICO. 


Nota di Attilio Vergerio (Cagliari). 





Adunanza del 22 aprile 1917. 


In una recente Memoria, inserita in questi Rendiconti *), ho svolto l’intera teoria 
delle equazioni integrali di 1° e 2° specie, a nucleo simmetrico, prendendo le mosse 
da un noto teorema dello Scumipr sulla esistenza degli autovalori e delle autofunzioni 
d’üna funzione simmetrica; avvertendo che i risultati ottenuti per le equazioni integrali 
di 1° specie si potevano estendere subito a quelle a nucleo qualunque. 

A tale asserzione fui condotto da un teorema dimostrato dal LAURICELLA *) secondo 
il quale le due equazioni. 


© = [ka 
(n) r= f Kansas 


dove K(st) è un nucleo non simmetrico e 


F=f Kesde@ar, Ke) = f KG9KGNdr, 


dovrebbero essere equivalenti, nel senso che ogni soluzione della [2] lo sia anche della 
(n) e reciprocamente. 

Però il teorema del LAURICELLA sussiste soltanto nel caso che la (€) ammetta 
soluzione; perchè può darsi che, pur ammettendo la (n) soluzione, la (€) invece non 
ne ammetta affatto *). Ne viene di conseguenza che lo studio dell'equazione (€) non può 





*) A. VERGERIO Sulle equazioni integrali del tipo FREDHOLM [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t. XLI (1916), pp. 1-35]. l 

?) G. LAURICELLA, Sulla risoluzione dell'equazione integrale di 1% specie [Rendiconti della R. Ac- 
cademia dei Lincei, serie V, vol. XX, 1° semestre IQII, pp. 528-536]. 

3) Ad esempio, per l’equazione 


27 
sens + sen 25 = Ni sen (s — /h(t) di, 
(0) 
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sempre ricondursi a quello della corrispondente equazione (n); ed, in particolare, che 
la condizione data, a p. 22 della mia citata Memoria, come necessaria e sufficiente af- 
finchè la (€) ammetta soluzione è soltanto necessaria, ma non sufficiente. 

Scopo della presente Nota è di colmare questa lacuna. 

Anche qui, come fu fatto nella suddetta Memoria, ci serviremo del concetto di 
funzione caratteristica che, in pratica, riesce piu vantaggioso di quello di autofunzione. 
Tale vantaggio risulterà manifesto quando si pensi che ad un autovalore del nucleo 
corrisponde una ed una sola funzione caratteristica, se il nucleo è simmetrico, oppure 
tutt'al più due, nel caso che non lo sia; mentre accade generalmente il contrario per 
le autofunzioni linearmente indipendenti relative ad un autovalore. 

Per uniformare poi il metodo di trattazione a quello della mia citata Memoria, di 
cui questa Nota è parte integrante, non faremo uso esplicito delle autofunzioni dello 
ScHMIDT, pur riconoscendo che il loro impiego potrebbe apportare delle notevoli sem- 
plificazioni nella dimostrazione di parecchi teoremi. 

La mia Memoria sarà, ove occorra, richiamata colla lettera M. 


SIL. 


Le costanti del nucleo K(st). 


Sia K(st) una funzione reale delle variabili reali s e t, definita entro il campo 
aZsZbaZtZb, e soddisfacente alle seguenti condizioni: 
1°) di essere, in generale, continua, o di avere tutt'al più delle discontinuità tali 


che, per ogni funzione continua q(t), gli integrali 
b b 
N K(s)a(Mdt, Ji K(ts)q(t)dt 


siano funzioni continue di s; 
2°) che i nuclei 


| K(rs)K(rt)dr, Kt) = | KenKanar 


siano funzioni continue di s e # e non identicamente nulle. 


la [n] corrispondente è data dalla 


23 
coss = di cos(s — Hh(t)dt, 
(o) 


2 I : | ; . 
che ammette la soluzione h (2) = Gar eens Questa però non soddisfa l’equazione data, come facilmente 


si può verificare. 
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Forniamo ER successione : 
K (st) = K(5), 
b 
Ki) = il K(sr)K (ri)dr, 
mh 
K,(st) = | KGHE (Dar 
— n — 
| Rd = | K(sr)K,(rt)dr, 


CESR TE MONT OU ni in heir) oies Bea) O 


E.(6)= [ K6nR,_odar, 
KH IL K(r9)E..(r dr, 


CAN A NN a NL ND er EEE ARTE 


DI ff EIA, 


moltiplicando ambo i membri della seguente uguaglianza 


Posto 


(1) K (51) — [ x r)K,_(rt)dr  (n pari) 


per K (st) ed integrando rispetto ad ambedue le variabili s e t, s’ottiene 


5 b b 
| at f dic K(sr)K.(st)ds 


b "x 
= di K_.()K,..(r)drdt. 


"a 


(2) 


Da questa relazione che, come facilmente si verifica, vale anche se l’indice n è 
dispari, per la disuguaglianza dello Schwarz si deduce poi 








2 
CA Pat CAT 2n+2 ? 
U U 
i 2n Pik a < 
seta 2n—2 an 
CIOÈ 
N in w, >) 
avendo posto 
U pai 
2n +2 
= WwW A 
U 


Si può osservare subito che nessuna delle funzioni K (st) può essere identicamente 


nulla. Invero, se fosse K,,,(5t)=0, dovrebb’essere U, =o e quindi anche X (st) =o; 


— 


ATTELT OVER GE ROO, 
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questo ragionamento ripetuto n — 1 volte ci condurrebbe all’eguaglianza Kes bi) 





che contraddice l'ipotesi, 
Dalla (1), applicando la disuguaglianza di Schwarz ed integrando, si ha poi 


{ Os N U, Ca 
da cui 
a lee Has ung 
il che ci permette di porre 
limit tO. 
n= co us 


essendo Q una quantità finita positiva e non nulla. 
Se ora indichiamo con T, la costante fondamentale del nucleo simmetrico K,(st), 


U 
cioè il im = (M. Capitolo LS, avendosi 








n= x 
4n I u subi 
Og RA ELSE Era sali aN 
ay Tr 77 Hate. 2n+I 2n ) 
à RS LR SEN U. 
sara al limite 
ni — 0°: 
. . I 9 
e quindi 
Rn /= 
o—- Vr 


Ragionando nello stesso modo sull’altra successione 
Ks t) 7 K(st), 
b 
KG) = | KG) K (rar 


K(s) = [ KGDE (Dar 


L'ONU PONT UT PAS PONT ART SIR) eee ee ee ee ee RI LE 


K (si) = [KOKA Ndr, 


b 
KC) = | EGMK CD 


Dr LO IR) Cee en e RI Re 


si potrà affermare l’esistenza d’un’altra costante legata alla costante fondamentale I, 
del nucleo simmetrico K,(st) dalla relazione 


OTO 


Le costanti Q ed Q non sono perd diverse. 
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Abbiamo infatti, se # è pari, 
log) b et b ab any 
ICONE) i Eirs)Kirt)dr = | K(rs)dr | K(ru)K, (ut)du 
a sb a a 
=| K,(su)K,_,(ut)du. 


Ripetendo l’operazione iran volte s’arriva all’eguaglianza 


(3) Ku) = | Ks) K(ndr = K,,, (5); 


da cui, se n & pari, 


2n+2 zn+2° 


D'altra parte, supposto # dispari, mutando nella (2) # in # + 1, si ha 


ab b 
U...= | | KGDE.. (rar 
espertla:(3) fu 


2n+2 ° 


Hear. ab b 
Dus | | KUnk..endrd=U 


a vu 


Perciò avendosi, qualunque sia n, w, = w,, sarà anche Q = Q. 


D'ora in poi indicheremo con @, il valore comune delle suddette costanti; e di- 
remo che Q, è la costante caratteristica fondamentale del nucleo K(st), È poi quasi 


superfluo osservare che saranno pure eguali tra di loro le costanti T, e T, relative ai 
nuclei K,(st) e K,(st) rispettivamente, che d’ora in poi indicheremo semplicemente 
con T. 


Per quanto fu sopra esposto, s’avrä così l’eguaglianza: 


OF a Tee 


I 


er 


Le funzioni caratteristiche del nucleo K(st). 


Riprendiamo la relazione 
b 
Run 6d= | KGDE, (Dar 


dividiamone ambo i menbri per 2?” = I" e passiamo a limite per n = o. Esistendo 
determinato finito e non identicamente nullo il 


Ki Li 
a) ALIEN 
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il quale altro non è se non la funzione caratteristica fondamentale del nucleo simmetrico 


K,(st) (M. Capitolo I, $ 1), esisterà pure finito e determinato il limite primo membro; 


potremo perciò porre. 
si LL NT 
La funzione H (sf), che è legata alla H")(st) dalla relazione 
HG [CH idr, 


non può essere identicamente nulla in s et. 
Invero, posto 





dividendo ambo i membri della seguente uguaglianza 
— vb —— 
Kua = | KGNK (CHA 
per 0°" e passando al limite per # = co, s'ottiene 
— Ab — 
As) = | K(sr) H" (idr: 


se fosse identicamente H)(st)==0, dovrebbe anche essere HU! (sf) ="0; lichen 


sappiamo, non può essere. 


Inoltre dalla convergenza uniforme della funzione VE verso il limite H')(s t) 
I 
. . . KI) : aa ET (1) a 
discende quella, pure uniforme, della funzione —“<— verso il suo limite H’" (st), il 
e 


quale sarà perciò una funzione continua. 
Operando, in modo perfettamente analogo, sull’eguaglianza 


ab 
K CD = | KoN Kwan 


si arriva a provare l’esistenza d’un’altra funzione finita, continua e non identicamente 


K St 
ELS t) LI lim AREA ( ) 


72 
n= © O di ; 


nulla 


legata alla funzione caratteristica fondamentale A"(st) del nucleo simmetrico X,(st) 


dalla relazione 
HO N Korn 


e 
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Le funzioni 4 (51) ed 154 2 t) sono ja Ri tra oe dalla ee 
TAI )= SEE AC 5); 
come si vede subito ricordando in (3). 
Si dirà che le funzioni 77! (51) ed H (st) costituiscono la coppia fondamentale 
di funzioni caratteristiche del nucleo K (st). 
Porremo poi 


Non J xeon (ri)dr, 
(4) A DU 
(a 6) = lim =) _ J Koon (idr; 


dalle quali si deduce 


H"()= 





b 
DI / K(sr) H"(r)dr, 
BER Cs t) nes si 


I a 
Da queste relazioni e dalle precedenti se ne deducono poi delle altre di cui fare- 
mo uso. 
Avendosi infatti 


+1 st n 4n 
ci De = fre ne dar =f & te” D k9dr, 


si deduce la ASP 


(5) ab 
K(rs) H (rddr. 





HG) = [He (sr) K(r)dr: 


ed, in modo analogo, de altre 
Pas 
1 Hist) = | MW Kadar, 
d 
(6) H(t) = | AG) KO Nar, 


b 


“3 / HA (sr) K(rt)dr 


Ia 


HSE amas 





Similmente dalla relazione 


meget K(rs)K,, (drs | K (sr) K(tr)dr 


seguono le altre 


H (st) = i ‘HEM dr, 
HO (st) = fu enkanan, 
H(st) = f APGMEUNAr, 
HW (st) = af BO GNKGNar, 


(7) 
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Possiamo ora a dimostrare il seguente 
Teorema. — Se le costanti w, del nucleo K(st) sono eguali tra di loro, sarà qua- 


lunque sia n, 
K n+1I (s t) 
K(s t) a È 0% 3 


eccettuati al più i punti d’un insieme superficiale di misura nulla. 
Basterà ripetere qui la dimostrazione d’un teorema analogo della mia citata Me- 
moria (Cap. I, $ 3, Teorema V), ed osservare che, in questo caso, si ha: 


Tone 
| J ECO. Godsd 


b ab 2b 
= | [ Konasaı | K(sr)K,,(rt)dr 


ea 


I je eb È 
= u | (AME 
U 


K 2 4n+2 4n+2 : 
a ai | if [ 2n+1 (7 t)| drat var RON Porn U Ti U, * 





4n+2 


U 


2 


MESE 


Le costanti della funzione g (5). 


Se g(s) è una funzione integrabile in (a, b), si formi la successione delle funzioni 


iterate della g(s) nel seguente modo: 


LO=L0 
2.6) = f K(st)g,(t)dt, 


g.(5) = f K (ts)g,(@)4t, 


15 Gad fe Veille, 1e Bee Fu Ee ee BI MR 


ral) = f E0I 0A 
ui = f KC) (4 


Posto 
r,= | elas : 


moltiplicando ambo i membri delle seguenti uguaglianze 


LO= [FCO ara 


(8) . | 
Pils il K(st)g, (dt (n dispari), 
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per g,(s) ed integrando da a a J, s’ottiene 


ab 
Pe fe Med 


da cui 
2 
HE Phi LL KA 1) 
V, ai ao, . 
IRON Ae GERA, 
n—I 
ER 
ed ancora, ponendo er 
41 
C BANG 


Se la g,(s) non è identicamente nulla, le funzioni g,(s), e quindi anche le co- 
stanti V , saranno tutte diverse da zero. 
Dalle (8) si ha poi 


Et) TI 


n—ı) 


toc DRAN, 


aur 


il che ci permette di scrivere 
rete 
dove C è una quantità finita, positiva non nulla. 
La quantità C sarà denominata costante caratteristica fondamentale della funzione 
g(s) rispetto al nucleo K(st). 
Si può vedere con facilità il legame esistente tra C ed ©. 
Dall’eguaglianza 


B= f Kale Oa 


Gi 2n DK 
(2) S ou 


e poichè le g,,(s) sono le funzioni iterate della g(s) rispetto al nucleo Seco 


s’ottiene 








K,,(5t) i nuclei iterati d’ordine pari del suddetto nucleo, indicando con G(s) la fun- 
zione caratteristica di g(s) rispetto a K,(st), sarà al limite per n = co, ricordando la 


felazione 0’ — TU, 


G(s) = lim ( ) Sa H"(st)g (iat. 
Perciò, se la g(s) non è soluzione dell’equazione 


b 
HOCH = 0, 


sara 


CO 


Possiamo ora dimostrare il seguente. 
Teorema. — Se le costanti w, d’una funzione K(st) sono tutte eguali tra loro, le 
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costanti c, relative ad una funzione integrabile qualunque g(s) ed alle sue funzioni ite- 
rate ottenute operando con K(st), sono tutte eguali ad ©, per n 1. 
Si ha infatti, qualunque sia  ($ NEI 





| K ner (51) 
Koj = = — pani 
ed, in particolare, i 
Suri t) 
RC SP ep ALOE 
da cui, moltiplicando ambo i membri per g, an sdt ed integrando, s’ottiene 
V 
V ieee ue 
2n I 2 
cioè 
A 
O == ae Con 9 

e quindi ne 

Cou er I ar O, (n Por 1) 

S 4 
Le funzioni caratteristiche fondamentali della g(s). 
Si consideri la relazione 
b 

Eur) = f Kun ELMI! 
e se ne dividano ambo i membri per €" = Q*: 

nu CS) (51) 

D qntI DEN IO. isti ia 

PLT) ie oF g(t)dt. 


Poichè esiste determinato e finito il limite per n = co del secondo membro (§ 2), 
esisterà pure il limite del primo, che indicheremo con G(s): avremo così 


b 
G(s) = il H"(s)g(Ndt. 
Posto poi | | 
Bry a 
G(s) = il (seat = | H (ts) (Hat, 
diremo che le funzioni G(s) e @ (5) costituiscono la coppia fondamentale di funzioni 


caratteristiche della g(s) rispetto al nucleo K’(st). 
Porremo ancora 


b b sei 
GS) = ih H(s)g()dt= f K(rs)G(r)dr, 
Ei 
= fa = | FENDI 
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Une Loft sono ns LE, si tengano presenti le (4) del § 2. 


Vay 


Il sistema completo delle costanti caratteristiche e delle funzioni 
caratteristiche del nucleo K(st). 


Si consideri il nuovo nucleo 
FO (st) = K (st) Gs 2), 
e si operi su di esso come operammo sul nucleo K(s1). 


Arriveremo così a dimostrare l’esistenza d’un’altra coppia di funzioni caratteristiche 


H° (st) ed H (st), legate tra di loro dalla relazione 


TERAPIA TIA] 
ed inoltre quella d’un’altra costante caratteristica yo tale) da essere OT, 
dove T, è la costante fondamentale del nucleo simmetrico 


b 
F*)(st) — { LACS) AGE) — A" (ede = K, (51) — En). 
Analogamente pel nucleo 
PROT TAGE A” (st) = K(st) — A" (st) — H° (st) 


esisterà una costante fondamentale 2. 29, ed una coppia di funzioni caratteristiche 


HV (st) ed H°(s t), legate dalla relazione 


HD EH (5): 
e così di seguito. Possiamo affermare che 
per ogni funzione K(st) esiste una serie di un numero finito od infinito di costanti ca- 
ratteristiche positive non crescenti ed una successione di coppie di funzioni caratteristiche. 
Operando coi nuclei F” (st) (v = 2, 3, ...) sulla g(s), verremo a definire una 


successione di coppie di funzioni caratteristiche G”(s), G(s) della g(s), definite ri- 


spettivamente dalle eguaglianze 


"= if rc Ng@)dt; "= Î H "Cheat. 


Si dirà che le coppie H™(s 1), H” (st) e G(s), G"(5) formano il sistema com- 
pleto delle coppie di funzioni caratteristiche delle K (st) e g(s) rispettivamente. Per 
questi varranno delle relazione analoghe [4], Pa i bal 

Vediamo ora qualche proprietà delle suddette funzioni. 
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Teorema I — Le funzioni caratteristiche di K(st) sono tra loro ortogonali; cioè 
Sina, Pera, x | 
i) A (sr) HH” Grjdr =o; 
be. — 
hi A (se), A (irlar io, 


Per la prima di queste relazioni, basterà ricordare che le funzioni H® (st) sono 
tra loro ortogonali (M. Cap. Il, $ 2); e che si ha: 


b b b b 
if H" (sr) HM) dr = I da i F% (su) H"(ur)du il FW (tv) H® (vr) dv 
va ; > a a ; a 
pe iif F(su)F™(to)dudv | H°(ur) H®(or)dr = 0: 


In modo simile, si dimostra la seconda. 


CoroLzarıo. — Le funzioni H°(st) sono tra loro ortogonali come pure le funzioni 
(v) 
Jaks (s t). 
Teorema IL — Le funzioni caratteristiche della g(s) sono tra loro ortogonali . 


Si ha infatti, per ogni u # v, 


[eroerod DI ff wensnar fas (Og (Adi 
=f fear [HEN HD: a 


ed analogamente per le G(s). 


Cororrarıo. — Le funzioni G(s) sono tra loro ortogonali, come pure le G(s). 


6 6. 


Alcuni teoremi sulle funzioni caratteristiche. 


TEOREMA I. — Se la serie 
LG t) 


è uniformemente convergente, sara 
K(GH= D HG),  K(65)=2 Hs?) 
Mil y 


ecceituati tutt'al più i punti d’un insieme superficiale di misura nulla. 
Posto 
() an 
(9) (st) — DH (st) = Gi), 
y 


si deduce 


Bed Lary =f KEOeGdds 


SE >" in de Zn Due nn 
le. bre ei dei 


Le 
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e poichè la serie > H (r1) è uniformente convergente, il primo membro della prece- 
— 


dente uguaglianza dovrà essere nullo (M. Cap. II, § 3, Teorema II); sarà quindi 


[Kenyenas 250 


Avendosi poi 


b b 
Hr) = / FV (sr) H"(ri)dr = li K (sr) H"(ri)dr, 


sara anche 


b 
finan DIO 
Moltiplicando ambo i membri della (9) per b(st)dsdt ed integrando s’avrä allora 


f Swenrasa: er 


da cui si deduce che la y(st) dev'essere identicamente nulla in tutto il campo, eccet- 
tuati al più i punti d’un insieme superficiale di misura nulla. 
Teorema I. — Se la funzione g(s) e definita dalla relazione 


[A] c= f IH, 
la serie i 
Hi + ob 
Se (>= 7 [av] as) 


lo sarà assolutamente ed uniformente. 
Dalla [A] si ha intanto, ricordando le [6] 


b 
= | VCD: 





e convergente; e l’alira 


ed anche per le [7] e [4] 
D” — fe (9) Ai GneGär [MV (st) h(i at 
=| as f fa (su) K(r "e Mdudr [HP COLIOLI 
= [roa fd f K (ru) H" (ut)du y= frou BY (rig) dr 

= fin [Manger = [ 010 





b 
4) Si ricordi che fune u) H” (st)ds = HM (u t) 
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In modo analogo, dalla [4] si ricava 


b 
We) i} H (st) (dt; 
ed anche ù i i 
Dove if [@ (9) fds — 0: 1} Ga) b(H dt, 


e quindi 
D" Le Q? D" 
I y y 


Ricordando che le funzioni @° (s) sono ortogonali, si ha allora per la disuguaglianza 


di BESSEL, 
fooras x) [roe Dar ee = IG: 


la serie dell'ultimo membro sarà perciò convergente. 
Per la seconda parte del teorema, poniamo 


> |G" - DGA OSIO) 


dove, per un determinato valore di s, p assume quei valori tra # +1, na 
n + m, che corrispondono a termini positivi della somma, e s a quelli negativi. 





Dall’eguaglianza 


=, [kon ta? soda [ren Dar 


si deduce: 








IT pass Dir, 


e, per la disuguaglianza dello SCHWARZ, 


202 Pron <y frena yet 


dove la serie dell’ultimo membro, per quanto fu dimostrato più sopra, tende allo zero 





per n = &. 
Ragionando in modo simile sull’altra somma 


FG, 


si arriva facilmente a dimostrare il teorema. 


Teorema III. — Se la funzione g(s) è definita dall’eguaglianza 
(4) c= f GPO 


sara 


g(s) = 2 G5); 


= — 2 
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eccettuati al più i punti d’un insieme di misura nulla. 


Dalla [4] si ha infatti 


fECIEMdr = [ Konner; 


€ poiche quest’equazione ammette soluzione, dev’essere (M. Cap. III, § I) 


[Kesenar — > [ wrena: f Kode@ar = > [ AMI 


less [EGITMAr: 
da cui i Po 
[ Kee — > O'Olar = 0 
ed anche i ( 


Er) DRG) =Y(r), 
essendo Y(r) una soluzione dell’equazione 
[rca nes 
Avendosi poi i 
i LO) de — joa f K(ri)h(t)dt = 0, 
[wo (r)dr = [ Soecar = [Eta Log 


sarà anche 


feorar=os 


e quindi }(r) = o, eccettuati al più i punti d’un insieme di misura nulla. 
Con ciò il teorema è dimostrato. 


ur. 


Risolubilità dell’equazione integrale di prima specie. 


Da quanto precede risulta che se l'equazione 


(A) ey eee if K(s)b(Adt 


ammette soluzione, devono essere necessariamente soddisfatte le seguente condizioni 
a) la serie 
DV 
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a qe 





dev’essere covergente; 
b) la g(s) deve poter mettersi sotto la forma 


g()= 2 6"). 


Dimostreremo ora che le condizioni a) e 2) sono anche sufficienti. 
Osserviamo anzitutto che avendosi 


SECTE E 
sile 8 mul; 0’ 


sarà convergente in media in (a, b): esisterà quindi, per un 





m 
la successione > 
Pes 


I 
noto teorema di Weyr 5), una funzione h(f) sommabile, insieme al suo quadrato, 
unica e ben determinata, eccettuati i punti d’un insieme di misura nulla, per la quale 


im f [oo - Se Ol ata. 


si ha 


m= x Y= I 


Da questa, per la disuguaglianza dello Schwarz, si deduce 
b — 
ney; » GU (I 
im f KGD| 40 — SOL 20, 


[se Nhat = XE: 


cioè 


e per la condizione D), 


fKENIMI=:O) 


Le a) e b) sono quindi anche sufficienti. 
Da quanto precede risulta anche che se la serie 


A 
> © 


è tale che, moltiplicata per K(st), sia integrabile termine a termine, essa rappresenterà 


una soluzione della | A]. 
In modo perfettamente analogo, si dimostrerebbe che 


condizione necessaria e sufficiente affinchè l'equazione 
x 


= [ Kadi 





5) H. WeyL, Über die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktionen forschreiten [Mathe- 
matische Annalen, Bd. LXVII (1909), pp. 225-245]; cfr. anche E. FISCHER, Sur la convergence en 
moyenne [Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des Sciences (Paris), t. CXLIV 


(1°" semestre 1907), pp. 1022-1024]. 


iti den + 


PI o 7 
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ammetta soluzione è che la serie 


D" : 04 
er (2"= gi [e] as) 


sia convergente e che la g(s) possa mettersi sotto la forma 


OOO). 


Possiamo considerare ora qualche caso particolare. 

I. Le costanti c,(n= 0, 1, 2, ...), relative alla funzione g(s), siano tutte eguali 
tra di loro. 

Ripetendo la dimostrazione data pel caso del nucleo simmetrico (M Cap. III, § 2), 
si arriva a concludere che l’equazione [4] ammette soluzioni, e che una di queste è 


data dalla 





By pee ee 


Si troverebbe poi, anche qui, che la condizione posta per le c, e l’altra che sia 
5 
ali we ) 


sono equivalenti: 


II. Le costanti w, di K(st) siano tutte eguali tra loro. 
Dovendo essere, qualunque sia n, (V $ 2) 


lat (s t) 


K (st) = = 


ed anche (§ 3) 


(10) Baht (n N 1) 
sarà, in particolare, 
rest) 

0° i 





er) 


dalla quale, mediante moltiplicazione per g(s) h(f)dsdt ed integrazione, s’ottiene 


2 véto. 73) pre Sri 2 
ieh, Men ren, 


e quindi 
rm) 


(0) I 


Perciò condizione necessaria affinchè la [4] ammetta soluzione è che si abbia 
co = £,: essa è poi anche sufficiente perchè allora, per la [10], tutte le costanti 
Bi 2001, 2,..2.) saranno tutte ‘eguali. 

Osserveremo da ultimo che se 9(s) è una funzione integrabile qualunque, ma 


tale che la serie 
Di) H (ir)e(r) dr 
y 4 
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moltiplicata per K (st) sia integrabile termine a termine, la funzione 
b 
= f AIMM = 00) — FOO 
sarà una soluzione dell’equazione 


SEED Su 


Posto infatti 


b 
(11) VO = | KENewds 
avremo, tenendo conto delle [6], 


kl — 5 [Brenswnarla=4 9-3 EMI: 
f'ref16- 5 [ | =. 


e poichè la [11] ammette soluzione, l’ultimo membro della precedente uguaglianza 
sarà nullo. 

Potremo con ciò affermare che 

se h(t) è una soluzione della [A], la soluzione più generale di questa sarà data da 


Id) +» — Lore 


Cagliari, Marzo 1917. 
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NUOVO METODO DI SOMMAZIONE DELLE SERIE: 
ESTENSIONE DEL METODO DI BOREL. 


Memoria di Gustavo Sannia (Cagliari). 





Adunanza del 27 maggio 1917. 





INTRODUZIONE. 


I. Fra i vari metodi di sommazione delle serie fin qui considerati, uno dei più 
cospicui e fecondo di applicazioni è il metodo esponenziale di BoreL *) (diremo metodo 
B) che considera come somma di una serie 


(1) Ut %, dh u, + Ev 
l’integrale improprio 


foo) a. x" 
(2) u = a pats, arr dx. 


Per le serie sommabili con esso metodo valgono le proprietà espresse dalle se- 
guenti uguaglianze 
Bi) ERE) 
(I) (t+utut+t- )AK=Ku+Ku+Ku, + ..., 
reihe) (UV Er cp) Mar) EG Eu) us 


ma non valgono in generale le altre 


(IV) „tu uf =u+u +... Lu +u,+u.+ 


Ga, +, Hu DC + +0, +) 
UV, + (u,v, + uv + (uv, + u,v, +u,v) + o, 


le quali, insieme con le precedenti, costituiscono il fondamento dell’algoritmo delle 


(V) 


serie convergenti (o almeno di quelle convergenti assolutamente). 





1) E. Borex, Leçons sur les series divergentes. (Gauthier-Villars, Paris, 1901) cap. III. I risultati 
del BoreL (relativi alle serie numeriche) sono stati in seguito precisati e sviluppati, principalmente da 
C. H. Harpy. Per una sistematica ed esauriente esposizione cfr. il bel trattato di T. J. l’a. BROMWICH: 
An introduction to the theory of infinite series (Macmilland and Co, London, 1908), art. 99 e seguenti. 
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2. Un modo di conseguire anche la validità delle (IV) e (V) consiste nell’im- 
porre delle opportune condizioni restrittive alle serie che si considerano. 

Così il BoreL *) ha dimostrato che esse valgano per le serie assolutamente som- 
mabili, caratterizzate dalla convergenza assoluta dell’integrale improprio (2) e degli in- 
finiti altri analoghi 


(3) e 


DE n 

eh (res re ) 
Pee = eee 
(e che perciò formano una classe molto ristretta fra le serie sommabili col metodo B). 

Io ho dimostrato *) che la proprietà (V) sussiste, molto più generalmente, per 
tutte quelle serie sommabili col metodo B per le quali converge (e semplicemente) 
soltanto il primo degli integrali (3). Esse coincidono con quelle serie che sono som- 
mabili con un altro metodo di sommazione dato dal BoreL 4) (diremo metodo B’) 
nel quale si considera come somma di una serie (1) il numero 


(2°) w= lime Ÿ (uw, ba, de +) 


xX=+00 


In una recente Nota °) ho poi dimostrato che neppure per conseguire la validità 
della (IV) è necessario spingersi fino alle serie assolutamente sommabili; ma che è 
sufficiente (ed anche necessario) fermarsi alle serie, che ho chiamate totalmente somma- 
bili, caratterizzate (fra le serie sommabili col metodo B) dalla convergenza semplice 
degli integrali (3). 

3. In questa Memoria io mi propongo di conseguire la validità delle (IV) e (V) 
(insieme con le altre) per la via opposta a quella fin qui seguita, e che conduce molto 
più lontano, ossia: anzicchè restringere il campo delle serie sommabili, con limitazioni 
più o meno restrittive, amplierò (e di molto) il campo stesso, generalizzando le defi- 
nizioni (2) e (2') di Boret del numero somma di una serie °). 


PO NO PTIT 

3) G. SANNIA, Nuova trattazione del metodo di BOREL per la sommazione delle serie. [Atti della 
Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. 52 (1916-17), pp. 67-86). 

4) loc. cit. ') p. 97. Il BoREL ritenne equivalenti le due espressioni (2) e (2’) del numero u e 
quindi i due metodi B e B’. Harpy ha fatto rilevare che non son tali Vedasi G. H. Harpy, Researchy 
in the theory of divergent series and divergent integrals. [Quarterly Journal of Mathematics, vol. XXXV, 
1904, pp. 22-58] 

5) G. SANNIA, Sul metodo di BOREL per la sommazione delle serie. (Atti della Reale Accademia dei 
Lincei, serie V, vol. XXVI, 1° semestre 1917, pp. 162-167) 

6) È questa la via già battuta dal CESARO, per uno scopo analogo, e che ha poi condotto al bel 
metodo di sommazione che porta il Suo nome. Il CEsAro, passando dal concetto di serie convergente 
a quello più generale di serie più volte indeterminata, conseguì la validità della (V) col teorema: se le 
due serie del primo membro della (V) sono r ed s volte indeterminate ed hanno per somma u e v rispetti. 
vamente, la serie del secondo membro è r+ s + 1 volte (al più) indeterminata ed ha per somma uv. 
Vedasi E Cesaro, Sur la multiplication des series [Bulletin des Sciences Mathématiques, 2° série 
t. XIV (1890), pp. 114-120] 





| 
i 
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Fissato ad arbitrio un numero intero r, costruiremo un nuovo metodo di somma- 
zione, che diremo metodo di BoreL di ordine r ed indicheremo con (8, r); e lo co- 
struiremo assegnando due definizioni equivalenti del numero # somma di una serie, 
analoghe alle (2) e (2'). 

Vedremo (n' 10, 11 e 12) che tutte le serie convergenti (oltre a delle serie in- 
determinate) sono sommabili col metodo (B, r); sicchè questo metodo è più potente 7) 
del metodo di sommazione ordinario. 

Vedremo inoltre (n° 13, 14 e 15) che, se una serie è sommabile con uno dei 
metodi (B, r), è pure sommabile con tutti quelli di ordine minore e con ugual somma, 
ma non quelli di ordine maggiore in generale; sicchè la potenza dei metodi (8, r) 
cresce col decrescere dell’ordine r. 

Segue anche da ciò che i metodi (B, r) non sono contradditori, nè col metodo 
ordinario, nè tra di loro. 

Infine dalla successione (indefinita in due sensi) formata dai metodi (8, r). 

(4) A) (B, o 2), (5, DE, 1), (5, 0), (B, 1), (B, 2), 
trarremo due nuovi metodi di sommazione Bg (n° 18) e Bt (n°, 25) che, in certo 
senso, sono i metodi limiti della successione. 

Il primo è più potente ed il secondo è meno potente di tutti i metodi (5, r). 

Naturalmente, il nuovo metodo di sommazione che intendiamo definitivamente 
presentare è il metodo Bg, ossia il più potente dei metodi da noi costruiti. 

Per fare apprezzare la sua grande potenza, ci basti osservare che i metodi B e B' 
di BOREL coincidono rispettivamente coi metodi (B, 0) e (B, 1) e che le serie conver- 
genti e le serie assolutamente sommabili del BoreL sono tutte sommabili col metodo 
Bt, che pure è il meno potente dei metodi da noi costruiti. 

Il metodo Bg, non solo è di grande potenza, ma ciò che è importante e lo rende 
passibile di larghe applicazioni è che esso ammette tutto l'algoritmo delle serie assoluta- 
mente convergenti ($ 3). 

Ci piace rilevare in particolare il teorema V del n° 22, che assicura al nostro 
metodo la validità della (V) e che è analogo al teorema di Cesàro già ricordato in °). 

Anche il metodo Bt ammette lo stesso algoritmo (n° 25). 


url 


Notazioni, convenzioni, lemmi. 


4. Data una serie 


6) Hatte, 


indicheremo con U, la somma dei suoi primi # + I termini 


(6) U, to 4 1% (n N 0). 


7) Un metodo X è più potente di un metodo Y (e questo è meno potente di X) se ogni serie 
sommabile col metodo Y è anche sommabile col metodo X ma non viceversa. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 5 aprile 1919. 39 
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Daremo un significato ai simboli u, e U, anche per n intero negativo, convenendo 
che abbiano il valore zero: 
(7) Mapai Of mene, (n <0). 


Con questa convenzione, la relazione 


Lye dee oats 


n n—I n 


sussisterà per ogni intero n, positivo, nullo o negativo. 

Infine indicheremo con # quel numero che in seguito chiameremo somma della 
serie (5) e che rappresenteremo anche con la serie medesima. 

5. Insieme con ogni serie numerica (5) considereremo la serie di potenze 


CO 


x" 
(9) Due 


n=O 


la cui somma, quando è convergente, indicheremo con u(x) o w(x). 
Indicheremo poi con 


(10) AI CINE ON O ELCH KON 


rispettivamente le derivate successive e gli integrali iterati di w(x) fra i limiti o ed x: 
sicchè: 


MANA core 0) 2 (6) it LOCK ee 


Per la convenzione (7), si ha per ogni intero r (anche negativo), 
I co x" 
Pony oe ee 
(11) DEI PIO (r intero). 
Diremo che (11) è la serie (di potenze) associata di ordine r alla (5). 
Considereremo anche le serie di potenze 
co x" 
(12) SES AZ a 


le cui somme sono legate tra loro come le u(x). 
Infine considereremo l’integrale improprio 


(13) fie. MAURA pelt 


che diremo integrale associato di ordine r alla (5). 
Allorchè poi dovremo considerare un’altra serie, come 


+++, 


introdurremo i simboli analoghi V,, v(x), VÜ/(x) con analoghi significati. 
Infine diciamo una volta per tutte che: alla variabile x (che comparisce qui e in 
seguito) attribuiremo solo valori positivi, zero incluso. 
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6. Il caso che a noi interessa è quello in cui le serie (11) e (12) sono trascen- 
denti intere. 

È ben noto che: se una delle u" (x) è trascendente intera, tali sono tutte le 
altre. Lo stesso vale per le U' (x). 

Ora, confrontando le (x) e le U'(x) tra loro, dimostreremo il 

Lemma I. — Se le u" (x) sono trascendenti intere, tali sono anche le U”(x),e vi- 
ceversa; e si ha inoltre 


(14) U) LP AE), 
(15) A [es U(x] = € ul (x) 


Si ha formalmente: 
r r—1 x" à "à r 
a) U2) — (0) = F (Uy, — Vas) Lust) 
Wei. (11) e (12); poi 


Er e en Co) U Anruf (on): 


Ora, se si parte dall’ipotesi che le U'’(x) siano trascendenti intere, le operazioni 
eseguite sono effettivamente lecite, e perciò le (14) e (15) risultano dimostrate; e la 
prima assicura inoltre che anche le «”(x) sono trascendenti intere. 

Ora partiamo dall'ipotesi che le u(x) siano trascendenti intere. In tal caso le 
operazioni precedenti non hanno più valore dimostrativo, perchè non tutte sono inver- 
tibili, e precisamente: si può passare dall’ultimo membro della (16) fino al secondo, e 
scrivere 


o x” 
(17) al EN UT) 


— ni? 


ma non è lecito passare da questo al primo [senza prima assicurarsi della convergenza 
Heller DE) ©). 


Moltiplicando le trascendenti intere (17) e 


7 —X @ n hi 
(17°) e TE ny a 


si ha l’altra 


(18) u(x) = > w, 


ove 


‘I. 


Dan om DIRT n+1Y—5 Ce: © s n 
won! Se RAT nanne eo) a E er. Re) 


S=U 


ACL (0 LA DA ju 


Uri ()+( rl + ou. 


Ms u La 


8) Abbiamo insistito su ciò, perchè il BromwicH si limita alla verifica formale delle (14) e (15) 
Belicaso r == 1. Cfr. loc: cit. (5), art 114. 
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ed infine 
(19) n: — I) (SI a ee 


Ora la trascendente intera (18) si ottiene derivando, termine a termine, la serie 


x” 


(20) CAM Ai ae 


n= 


quindi anche questa è trascendente intera, come pure la serie che si ottiene moltipli- 
candola per e". Dico che si ottiene la serie: 


urn x RL 
= su par n+r— in! h 


=0 


Evidentemente basta verificare invece che, ut questa serie per la (17°), 
si ottiene la serie (20). Ed infatti si ha la serie 


= ar, (ORA > zio SO 1) ( ju ne 


che, per la (19), coincide appunto con la (20). 


= 


7 


Poichè le U”(x) sono trascendenti intere, le (14) e (15) sussistono, come ab- 
biamo dimostrato in principio. 

7. Lemma II. — Sia f(x) una trascendente intera ed f (x) la sua prima derivata. 
Se l'integrale improprio 


(21) fini (x)dx 


è convergente, è pure convergente l'integrale 


(22) RENT 
e si ha inoltre ; 


(23) lim e~*f(x) = 0. 


Osservazione. — Il lemma non è invertibile, ossia dalla convergenza ‘di (22) non 
segue necessariamente quella di (21) °). 


hi: 


I metodi di sommazione (B, r) e Bg. 


8. DEFINIZIONE. — Sia r un numero intero. Diremo che la serie 


(24) unta Ha, + 


9) Cfr, Harpy, loc. cit. ') oppure BROMWICH, loc. cit. *) art. 101. 
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è sommabile col metodo di BoreL di ordine r, e scriveremo è sommabile (B, r), quando 
la serie UV" (x) è una trascendente intera ed esiste ed è finito il 


(25) Mel MI) 


xO 


Questo numero u assumeremo come somma della serie. 

9. Per il lemma I, possiamo asserire che anche u”(x) è trascendente intera e 
che sussiste la (15). Integrandola tra i limiti o e x ed osservando che U"7"(0)=U 
si ha 


(26) U(x) = UL, + if eu (x) dx, 


r—ı) 


Per la (25), esiste il limite # del primo membro per x = oo, quindi esiste ed è 
finito anche quello del secondo, cioè converge l'integrale improprio (13), e si ha 


(27) u=U_, + f eu. dx 


Viceversa: sia u(x) una trascendente intera, sia convergente l’integrale (27) e 
si definisca il numero u con la (27). 

Per il lemma I, anche UV (x) sarà trascendente intera e sussisterà la (15) e 
quindi la (26). Inoltre, poichè esiste il limite del secondo membro della (26), ed è u 
per la (27), esisterà pure il limite del primo membro e si avrà la (25). Dunque la 
serie (24) è sommabile (B, r) con somma u- 

Possiamo dunque trasformare la definizione del n° 8 in quest'altra, del tutto equi- 
valente : 

DEFINIZIONE. — Una serie (24) è sommabile (B, r) quando la serie associata di 
ordine r è una trascendente intera e l’integrale associato di ordine r (13) è conver- 
gente. La somma della serie è il numero u definito dalla (27). 

Ci serviremo or dell'una or dell’altra definizione secondo l’opportunità. 

Osserviamo subito che, se poniamo r = 1 nella prima ed r =o nella seconda, 
ritroviamo i metodi di sommazione B e B’ del Borer (n° 2); sicchè questi metodi 
coincidono rispettivamente coi nostri metodi (B, 0) e (B, 1). 

Ogni serie convergente con somma u è anche sommabile (B, r) con ugual 


somma. 
Supponiamo infatti che (24) sia convergente con somma u, cioè che sia 
ss) Oi ze. 
n= 


Ciò vuol dire che, dato £>o, esiste un intero m (che supporremo maggiore del 
valore assoluto di r — 1) tale che risulti 


(29) U n+r—1 — 4] a = per n Nm. 


Ne segue che, essendo 


> 

| 
IMs 
Sa Es 


310 GUSTAVO SANNIA. 











una trascendente intera, tale sarà pure la serie 


(U ed u) = — Uto pire ue, 


n+r—lI 


Ms 


(30) 


n=O 


e quindi anche U"~)(x). Resta dunque a dimostrare la (25). 
Ed infatti, per la (30), si ha 


FANO (Ce) er ad nan SRI DEI ul i 


da cui 


x" n 


—x T—1 —X x “ata x 
le U' (x) — ul Ze DA ee > |U Hai Gr n!’ 


n= n=m 








ove m è il numero poc’anzi definito. 
Se dunque diciamo K la massima delle quantita 


| gino u) (n =:0, 1) 3 ae 


ed osserviamo che, per la (29), si ha 


n 





2 X E 2 Xx E x 
GN) Slot ie 
otteniamo 
Hy n 
(32) eo U(x) — ol Ker ++. 
a! 2 
Intanto, pel teorema di l’HospiTAL, 
N MI x" 
(33) in 
= n=o N 


quindi esiste un h > o tale che risulti 


> 


N 


5 


rae: XL E 
ME per Var 


e 


M 


n 


Il 
© 


Ne segue, per la (32) che sarà 


les U(x) — <e per x> h, 
il che dimostra la (25). 
11. Una serie divergente (non indeterminata) non è sommabile (B, 1). 
La (24) sia divergente e, per fissare le idee, sia 
(34) lim U, = + 00 


n= 


Se la corrispondente serie di potenze U(x) non è una trascendente intera, 
per ciò solo la serie (24) non è sommabile (B, r) (n° 8). Supponiamo dunque che lo 
sia. Pe la (34), dato un numero N > o, esiste un intero m (che supporremo mag- 
giore del valore assoluto di r — 1) tale che risulti 


SES Da N per n eo Mm, 


ser SP 


ee + Peel 


EEE eg 


N 
PI 
fi 
ta 
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quindi 
TA mM—ı x no, x" 
oh AC Si DEN ME er map RE Di 
si n=0 n e n=in n e 
m—ı x" 25 x" 
NO ni Pen n Ù 
ove M è il massimo dei valori assoluti delle U,,, (n =0, 1, Me T)s ne 
segue che | | 
m—1 x" m—ı x” 
Un Cia MD N I — 6e" or then 
n=o N. no N. 


Ora, per la (33), il limite del secondo membro per x =  ë N, quindi il limite: 
del primo, se esiste, non è minore di N; ma N è arbitrario, dunque detto limite è 
+ ce. Da ciò si conclude che la (24) non è sommabile (8, r). 

12. Ogni metodo (B, r) non può dunque sommare che serie indeterminate (oltre 
alle convergenti). 

Per dimostrare che esistono effettivamente delle serie indeterminate sommabili con 
esso, e perciò che ogni metodo (B, r) è più potente del metodo di sommazione ordinario, 
valga l'esempio della serie 


I—i1+ir1—iti—.. 
1 Ê . I 
che è sommabile (B, r), per ogni r, ed ha per somma =. 
Per essa, U, vale 1, se n è pari non negativo, e vale o in ogni altro caso; quindi 


‘3 xt e +. e * 
U(x rare Be ae ste E 


a 2 


da cui, derivando o integrando termine a termine fra o e x, risulta 
b) O D 
+ e* 5 e* — e 
UM) er en O CUS ST ni ah 
secondo che r è dispari o pari; quindi in ogni caso 
S —x (1-1) I 
lim e~* U (x) — — . 
x 22 


13. Dopo di aver confrontato i metodi (B, r) col metodo ordinario, confrontiamo 
due metodi (B, r) fra loro. 


Ogni serie sommabile (B, r) con somma u è anche sommabile (B, r — 1) con 
ugual somma. 


Se la serie (24) è sommabile (8. r) con somma u, è convergente l’integrale (13) 
e si ha la (27); ne segue (n° 7) che è pure convergente l'integrale 


(35) HE Bun: BURN, 


e perciò che la (24) è anche sommabile (B, r — 1), e che si ha inoltre 
(36) ER N ge Saba CI 


x= 
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Rimane a dimostrare che la somma 
4 00 
pra —x ,,(1—1) fn 
(37) ie Ti ey | CTI E 
e/o 


della (24) col metodo (B, r — 1) è ancora u. Ed infatti, essendo u"-"(0) = #,_,; 
si ha, integrando per parti 


(38) il al CEI a ip eas) (x RE 


quindi, per la (36), si ha, al limite per x = 00, 


oo © 
If eu) (x)dx = — u,_, + f a bt Ao 
o e o 





dopo ciò la (37) diventa 
ui Uta + f ESRI) Ata if eu” (x) dee 


14. Invece: non ogni serie sommabile (B, r — 1) È sommabile (B, r). Che una 
serie possa essere sommabile (B, r — 1) e non (B, r) risulta da cid: che dalla con- 
vergenza dell’integrale (35) non segue necessariamente quella dell’integrale (13) (n° 7, 
osservazione). 

Un esempio concreto per r 4 0 '°) è fornito dalla serie che ha per termine ge- 


nerico 





(39) w= $C EEE %, 


Dimostriamolo per via indiretta. Supponiamo che una serie (24) ammetta come 
serie associata di ordine r — 1 la trascendente intera 


ie (ei ese lees 
che ha per prima derivata | 1 


u (x) = e" sen e” + re'*"* cos e”. 4 
Se si pone | 


I 
e“=y, x=-—-logy, 


N ES MIO ASE DEEE 
fe Ue if 3 dy, 
f de | at dy+ f cos y d y. 


Ora, poichè dei due integrali improprii contenuti nei secondi membri il primo è 
convergente ed il secondo non lo è (come è ben noto), lo stesso accade degli integrali 


si ha 











£0) Per til caso tr. == Oo vedi 29). 
11) Abbiamo ottenuto questo esempio generalizzandone uno di Harpy (r = 1). 
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contenuti nei primi membri; e perciò la serie considerata è sommabile (Br—ı) e 
non (B, r). 

Resta a verificare che il suo termine generico è espresso dalla (39). Ed infatti, 
poichè | 


Ris ct 
X 


Serva di (— 2 È nn 


si ha 





4 (2rs+r+1)x 


x) = x) — e sen et NU NY 
f(x) = dx) CITTA 


“n 


e, derivando n volte rispetto a x, 





A ra RT + PA ‚(ars + LÉ + Ti (2r5+r+1)x 
a | Di OZ 1) 25+ 1)! e b) 
a Cul 


Me CORE 
(40) GIOIE 1) N 
f” (0) è il coefficiente di lien sviluppo di Mac-Laurin di f(x) = u(x); ma 


n! 
tale sviluppo è, per la (11), 





( X 
u 
n 


en n 
r—ı) be 4 
(x) Ta D HR Dei De. 
n=0 . 
quindi #,,,, =f” (0) ossia u, = f"-'*" (0), da cui la (39). 
15. Possiamo precisare quanto abbiamo asserito in principio del n° precedente, 
dimostrando che: la condizione necessaria e sufficiente affinchè una serie (24) sommabile 
x f 
(B, r — 1) sia pure sommabile (B, r) è che sia 
(41) innato: 


X=00 


Infatti, nel dimostrare il teorema del n° 13, abbiamo visto che se una serie (24) 
è sommabile (B, r) è anche sommabile (B, r — 1) e sussiste la (41). Viceversa, sup- 
poniamo che la (24) sia sommabile (B, r — 1), e quindi che sia convergente l’inte- 
grale (35), e che sussista la (41). Allora esisterà il limite del secondo membro della 
(38) per x = co, e quindi anche quello del primo, e perciò la (24) sarà somma- 
bile (B, 7). 

16. Dai n° 13 e 14 segue che: se una serie è sommabile col metodo di Boret. di or- 
dine r con somma u, e pure sommabile con tutti quelli di ordine inferiore e con ugual 
somma; ma, in generale, non è sommabile con quelli di ordine maggiore. 

Dunque: la potenza dei metodi (B, r) cresce col decrescere dell'ordine r. 

Poi dal n° 15: la condizione necessaria e sufficiente affinche una serie (24) somma- 
bile (B, r) sia pure sommabile col metodo (B, r + h) di ordine maggiore (h > 0), è 
che sia 

ei le CEO TS RT), 


x= OO 
17. Se una serie è sommabile (B, r), è anche sommabile (B, r — 1), e perciò 
(n° 15) sussiste la relazione (41); e poichè è anche sommabile (B, r — 2), sussistera 
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una relazione analoga; e così via. Dunque: Affinchè una serie sia sommabile (Bie 


necessario che sia 
lim e al (O, (se 14208000 

18. Dai risultati dei ni 10 e 16, segue che i metodi (B, r) non sono contradit- 
tori nè col metodo ordinario, nè tra di loro. Dunque è legittima la seguente: 

DEFINIZIONE. — Diremo che una serie (24) è sommabile col metodo di BorEL 
generalizzato, e scriveremo è sommabile Bg, quando è sommabile con qualcuno dei me- 
todi (B, r). E diremo somma della serie quella somma u che il detto metodo (BD, r) 
le conferisce. 

Evidentemente il metodo Bg è più potente di tutti i metodi (B, r). 


§ 3. 
Algoritmo dei metodi (B, r) e Bg. 


19. Teorema I. — Se una delle due’ serie 


(42) u+u+u,+:::, u Hu +... Lu Hu, +R) +u,, + 43 


è sommabile (B, r), tale è anche Valtra, e la somma della seconda è uguale a quella 
della prima aumentata di k. 
Teorema II. — Se una delle due serie 


utbutut oo, kup ku, bu, ss (k Z 0) 


è sommabile (B, r), tale è anche Paltra, e la somma della seconda è uguale a quella 
della prima moltiplicata per k. 
TEOREMA II. — Se le due serie 


(43) und tuto tota 


sono sommabili (B, r) e (B, s) con somma u e v rispettivamente, la serie 


(+ +++ Eu) +: 


è sommabile (B, r) se r Zs ed ha per somma u + v. 
Più generalmente: la serte 


(44) (au, + bv.) + (au, + bu) +: 


è sommabile (B, r) ed ha per somma au + bv. 
La dimostrazione del teorema II è ben facile. 
Passando al teorema III, osserviamo che, essendo r ~ 5, le serie (43) sono am- | 

bedue sommabili (B, r) con somma w, v rispettivamente (n° 16), quindi (n° 8) 

ce im eu line Kin) 
5 
L 


x=% x 
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da cui 

(44') au + by = lime*[a U) (x) + br (x)]; 

ma, posto au, + bv, = w,, la serie (44) può scriversi w tw tw, + ... e da 
OR) D (0), 


n) 
quindi la (44") esprime che la (44) è sommabile (8, r) con somma au + bv. 
Infine, applicando il teorema III alle due serie 


u Hu bu, tees, o+to+---totktotot..., 


ove k occupa Il’ (7 + 1) esimo posto, si dimostra il teorema I, sol che si osservi che 
la seconda, essendo convergente con somma k, è anche sommabile (B, r) con ugual 
somma (n° 10). 

20, Confrontiamo le due serie: 


(45) ubutdtbu+ o... 
(46) u Hu, +... 


Per maggior chiarezza diamo alla seconda la forma 


(46°) Uo “ir Us ss 4 YU, = Res 
ponendo 


n 


MAN Hr, (7 me 0), U, ae O(n = 0). 
Distinguiamo due casi. | 
I° Sia r un numero intero positivo. 
Bet > 1, si ha 
Bes Bir i a” 4, a ae “P Ge Te U, + U, sa As ta a = U ap? Wo 


Sevres Lot ha 


. ER 2097 Us ahah va a Nr Du ree Us 
quindi in ogni caso è 
(47) ae n CA Ee U, (7 > 0). 
Inoltre 
o) x” co x" 
CCSN N: n RUE AU | PIA 
li (x) Len DI UP nl er Die are ni (x), 
n=0 n= 


quindi i due integrali improprii 


(48) Il ev (x) dx, ni e" (dx 


coincidono, e perciò convergono solamente insieme. 

Dunque, se la (45) è sommabile (B, r), la (46), ossia la (46), è sommabile 
(B, r — 1); e viceversa. 

Supponendo che lo siano e dette u, v le rispettive somme, si ha, per la (47), 


u=U_ + / ou (di A J ev) = vu, 
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2° Sia r un numero intero negativo o nullo. Allora, per convenzione (n° 4), 


(49) reo 
inoltre; [poiche “Un ==: perigeo Ni iaia 
os x" © x" A x" 
(Fr) EVE sit ee 
v (x) st > RE ely a's i DRAN, Pr GES > tr at 
n=0 n. n=—F+1 n , n=—-T+I n 


ossia 


t 


N x y 
(50) TUE) = ul) Der AMICI 


Risulta dalla (50) che gli integrali improprii (48) convergono solamente insieme; 
quindi, se la serie (45) è sommabile (8, r), la (46'), ossia la (46), è sommabile 
(B, r — 1); € viceversa. 

Supponendo che lo siano e dette ı, v le rispettive somme, si ha, per la (49), 


302 


9 © 
RTE ce n i OR Cn i ou dx 0 
o o 


0 

Dunque, in ogni caso: se la serie (45) è sommabile (B, r), la (46) è sommabile 
(B, r — 1) e viceversa; e la somma della seconda serie è uguale a quella della prima 
diminuita di u,. 

Ne segue il 

Trorema IV. — Se la serie 


(51) us 4a, + a, tee 


è sommabile (B, r) con somma u, la serie 


(52) U, + Moi -+ Msn + DZ 
- e viceversa. 


è sommabile (B, r — n) ed ha per somma u— u - u — ls 
21. COROLLARIO I. — Cambiando Pordine di un numero finito di termini in una 
serie sommabile (B, r), essa non si altera, ossia si ha una serie che è pure sommabile 
(B, r) e con ugual somma. 
Si supponga infatti che la (51) sia sommabile (B, r) con somma u, e siano 
! ! ! 


DINI ui suoi primi # termini scritti in un altro ordine qualsiasi. Per il 


1) ) UTI 
teorema IV, la serie (52) è sommabile (B, r — n) ed ha per somma u—u, — ++ — 4 


n—ı) 


quindi, per lo stesso teorema (inversamente applicato) la serie 
! ! ! 
PA pe ep RAI dit Ue ath De): 
è sommabile col metodo di Borer di ordine (r — n) + n= r ed ha per somma 


Letra aT Per a PO LL vi pb AE pa "ak U, = 


COROLLARIO II — Inserendo in una serie sommabile (B, r) un numero finito n di 
termini, se ha una serie sommabile (B, r+n) **) la cui somma è uguale a quella della 





12) e quindi (n° 16) nche sommabile (B, 7). 





) 
{ 
{ 
’ 


— 72 
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prima aumentata della somma dei termini inseriti; sopprimendo da una serie sommabile 
CB, r) un numero finito n di termini, si ha una serie sommabile (B, r— n) la cui 
somma è uguale a quella della prima diminuita della somma dei termini soppressi *). 

Questo corollario generalizza il teorema IV ed è una conseguenza del teorema 
stesso e del corollario I. 

COROLLARIO II. — Se in una serie sommabile (B, r) si sostituisce ad un numero 
finito n di termini la loro somma, si ha una serie sommabile (B, r — n + 1) con 
ugual somma. 

Infatti, se la serie (51) è sommabile (B, r) con somma u, la serie (52) è som- 
mabile (B, 7 — n) con somma u —u,— -:. —u,_, (per il teorema IV), quindi 
(per i! corollario II) la serie 


(53) Qu +u +. +u_)tu, tu. 


sara sommabile (B, r — n + 1) con somma u. Ciò dimostra l’enunciata in generale, 
perchè, per il corollario I, n termini qualunque possono essere portati nei primi 7 
posti. 

CoroLLARIO IV. — Se in una serie sommabile (B, r) si sostituisce un termine con 
n altri termini (n finito) di cui esso sia la somma, si ottiene una serie sommabile 
(B, r + — 1) con ugual somma. 

Si dimostra invertendo il ragionamento precedente. 

22. TEOREMA V. — Se le due serie 


(54) ae 2 EN? NI PACI NANNINI TICA ELA IA ae 


sono sommabili (B, r) e (B, s) con somma u e v rispettivamente, la serie 


(55) A Li i Moe EA re A 
ove 
w, = nov, ar U, pide Er SA “n u,v, 


è sommabile (B, t) con somma w = m, ove: 

mt=r+s—t, sere s non sono positivi, 

2° t è uguale al non maggiore dei due numeri r, s, se uno almeno di questi è po- 
sitivo **). 


*3) Al n° 14 abbiamo costruita una serie che è sommabile (B, r— 1), ma non (B, 1) nell’ ipotesi 
che sia r # o. Ora supponendo r > o, se da essa sopprimiamo r termini qualunque, otteniamo una 
serie sommabile (B, — 1) ma non (B, o), in virtù del corollario II. Ciò dimostra che quanto affermam- 
mo al n° 14 vale anche per r = o. 

14) Se si vuole, si può assegnare per t una legge valida in ogni caso: 

t= — |r| — |s| — 1. 

Infatti nel 1° caso questa legge coincide con quella data nel testo. Nel secondo, si vede subito 
che il nuovo valore di f, diciamo #, non è maggiore di quello ¢ dato nel testo; ora se (55) è som- 
mabile (B, #) sarà pure sommabile (B, #) (n° 16). 

Però, a parte l'unicità, la legge del testo è preferibile, perchè nel secondo caso assicura che 
la (55) è sommabile con un metodo di BoREL di minore potenza. 
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1° Caso. — Sia r So, soo. Allora, per convenzione (n° 4), U,_, = Fida 
quindi, giusta le ipotesi, 


aco a24 
“= eu (x) dx \hm J COMA 
a=+ Jo 


o 


Ddr ey) (y)dy = lim il ev (y)dy, 


ove u(x), v(y) sono delle trascendenti intere e precisamente (ricordando che 
di Die DD TT) NO) 
BS x" Do a is 
3 ur (x) si DS Mir n | ce Pis (n ay is "(n a edi b) 
(57) ns 
u") > Fica AMORI] 





Quindi 
(58) USE lim fo e L'ARIA fe ev (y)dy = lim J (a), 
ove J(a) è l’integrale doppio. 
an Il u (x)v”(y)dxdy 
esteso al quadrato del piano (x, y) che ha per vertici i punti 
O(o, 0), A(24, 0), B(2a, 2a), Co, 24). 
Eseguendo il cambiamento di variabili 


x y= 26, y—xX = 21, 


J(a) si trasforma nell’integrale 
lia 2. {EMME a ave | n)dödn 


esteso al quadrato del piano (¢, n) che ha per vertici i punti 
O" (ovo) WA (alta) Bi A0) ara): 
Si può anche scrivere 
(59) I@=2f etwedd= | WMA 
o Yo 
ove 


E 
(60) Ped= f ME-M"E+ adn. 


Per calcolare quest’ultimo integrale incominciamo col formare il prodotto delle 
due trascendenti intere (57) con la regola (56) di Cauchy. Otteniamo: 


(61) GY = > w,(% 9), 


n=O 
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Ove 


xh =f Mans 


ACI N= Yao ele Vous A 
quindi 

(62) gree dl n) e (£ + n) La >: w, (E — n £ + n), 
ove 


h—r ii Peas 
3) VA Lia RARES 4 (CEI LEO 
= sts Da m 





La (61) & una serie di polinomii uniformente convergente nel quadrato OABC zur 
quindi la (62) & una serie di polinomii uniformemente convergente nel quadrato cor- 
rispondente O' A’ B’C’; perciò, fissato Ë, è integrabile termine a termine rispetto a n. 

Dunque la (60) può scriversi 
W(2°)= > me + a)dn 


n=O yes 


ossia, per la (63) e poi per la (56), 











Ei ihe U Laz ih) De n—h— 6 
eo EG di ie) 
ra x nt 5 Mt co (ar AZ 
i =) Du (+i—rT— gs)! anni (1 +1—r—s)! ’ 
a Clit 


En+i—r—s 





li 


Ora questa è la serie di potenze associata alla (55) di ordner + 5 — 1 (Eee 
FA dalle (57) e (58) si ha 


SEZ) MI 1! e W(E)dE, 


si conclude che la serie (55) è sommabile (B, r + s — 1) ed ha per somma w— uv, 
giusta l’enunciato. 


2° Caso. — Uno almeno dei numeri r, s sia positivo 
Se r è il non minore fra essi, sarà r > o, mentre 


a) 20 0% oppurel #) sito, 


Giusta l’enunciato, dovremo dimostrare, tanto in a) che in b), che la serie (9.5 1406 
sommabile (B, s) con somma w = uv. 





15) Per convincersene, basta riflettere che si può giungere a questa serie, moltiplicando anzitutto 
termine a termine le due trascendenti intere (57), ottenendo così una serie doppia che è trascendente 
intera nel piano (x, y), e perciò uniformemente convergente nel quadrato O ABC; da questa poi si 
passa alla (61) associando i termini di ugual grado, il che non altera la sua convergenza uniforme. 

15) Con successive integrazioni per parti, si vede che il valore di questo integrale è 


CT r)! (n ohare s)! (a, ee 


+1—r—s)! 
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a): s Zo. La serie 
(64) U, ae u,,; site Ur: dé ie 
che si deduce dalla prima delle (54) sopprimendovi i primi r termini, è sommabile 


(B, 0) con somma u — u,— +++ — 4,_; (per il teorema IV), quindi la (64) e la 
seconda delle (54) si trovano nelle condizioni che caratterizzano il 1° caso; dunque la 


loro serie prodotto 
(65) vu, + (un. Hu) t Wu. È Vir + VU) + 
ossia, per la (55), la serie 
di: leo, — (un, ++ + 0,6) 
+ [WE ARR sia 


sarà sommabile (B, o + s + 1) ossia (B, s — 1), ed avrà per somma 


(66) v(u — u DU, —U,_,). 
Inoltre, per il teorema IV, 
vu, +: è sommabile (B, s — 1) con somma v—- 4, 
A PM a » » (B, s— 2) » » U—V, — 1, 
D NET AN > ti CAS EE) N È ns ed 


quindi (n° 16) tutte queste serie sono sommabili col metodo (B, s — r), cioè con quello di 
ordine minore, e con le medesime somme. Ne segue (per il teorema II) che saranno 


pure sommabili (B, s — r) le serie 

SPEC e mici is Va ait a OU RE vu, 7 Un SENS 
ed avranno per somma rispettivamente 
(67) (v EUR v,) U,_19 (7 ne UV, iy v,) Win) haere (7 de Uo SRE DAT 0 v,_,)%, 


Sommando termine a termine queste serie e la (65') si ha la serie 


LA Nem at CUE SEs pe “ar 


che perciò (teorema III) sarà pure sommabile (B, s — r) ed avrà per somma il risul- 
tato dell’addizione dei numeri (66) e (67) che, come subito si vede, si riduce a 


uv—(u+w +. + w,_,) 
Ne segue, per il teorema IV, che la serie (55) è sommabile (B, s) ed ha per 
somma wv. | 
b) Come in a), la serie (64) è sommabile (B, 0) con somma u—u,— +++ —U,_,: 
Ora questa serie e la seconda delle (54) si trovano nelle condizioni che caratterizzano 
il caso a), quindi possiamo asserire che la loro serie prodotto (65’) è sommabile (B, 0) 


ed ha per somma il numero (66). 





e i 


i 


ELLE LTE 





fa 


pray 


fato 
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Giunti a questo punto, la dimostrazione procede come in a). 

23. I teoremi I, ..., V ci assicurano che le proprietà sintetizzate nelle corrispon- 
denti uguaglianze (I), ..., (V) del n° 1 sussistono per le serie sommabili Bg (n° 18) 
ed esprimono in modo preciso in qual senso le stesse uguaglianze debbono essere in- 
terpretate. Inoltre i corollari I, III, IV del n° 21 ci assicurano che ad una serie som- 
mabile Bg è lecito applicare le proprietà commutativa, associativa e dissociativa (al 
finito) senza tema nè di distruggere la sommabilità B g, nè di alterare la somma della 
serie, 

Ne concludiamo che: il metodo Bg ammette tutto l'algoritmo delle serie assoluta- 
mente, convergenti, cioè che tutte le operazioni lecite su queste serie sono anche lecite 
sulle serie sommabili Bg. 

Tuttavia è precluso alterare l’ordine dei termini al di là di qualunque posto. 

Terminiamo con un teorema che è conseguenza dei precedenti e li sintetizza. 

Trorema.— Se si ha un polinomio in un nnmero finito di variabili P(u, v, w, ...) 
e si sostituiscono queste variabili con altrettante serie sommabili B g, St ottiene (trattando 
queste serie come se fossero assolutamente convergenti) una serie sommabile Bg che ha per 
somma tl valore che assume il polinomio quando al posto delle variabili si pongono le 
somme delle serie corrispondenti. 

24. Osserviamo che ciascuno dei metodi (B, r) isolatamente considerato possiede 
un algoritmo più ristretto, ed in varia misura secondo il valore del suo ordine r. 

Precisamente, come risulta dai teoremi I, ..., V e dai corollari del n° ar: 

a) Le uguaglianze (I), (ID), (ID) del n° 1 sussistono; b) la (IV) sussiste solo 
quando si passa dal secondo membro al primo 19); c) la (V) sussiste solo erro: 
d) valgono le proprietà commutativa e dissociativa (al finito) ma non vale la proprietà 
associativa "5). 

Era logicamente ammissibile l’esistenza di metodi di sommazione nei quali vales- 
sero le proprietà commutativa e dissociativa e non la associativa 19), ma è interessante 
il fatto che i metodi (B, r) ne offrano esempi concreti. 

Ciò vale in particolare pei metodi originari B e B’ del Bore ee ld) 
e ci dà ragione di tutte le proprietà di questi metodi gia dimostrate direttamente ?°). 


16) Poichè (teorema IV) dell’ipotesi che la serie del secondo membro sia sommabile (B, 7) ri- 
sulta che tale è pure quella del primo membro (anzi è sommabile col metodo, meno potente, di or- 
dine r + n); ma dall’ipotesi che questa sia sommabile (B, r) risulta soltando che l’altra è sommabile 
col metodo più potente (B, 7 — n). 

17) Infatti se le due serie del primo membro di (V) sono sommabili (B, r) ed è r £0, la serie 
del secondo membro risulta sommabile solo col metodo (B, 2r — 2), più potente di (B, 7). 

cog Cid si deduce dai corollari I, Mi nIvi detn?* ar. ragionando come in za, 

19) Invece non è ammissibile ‘l’esistenza di metodi di sommazione nei quali valgano le proprietà 
associativa e dissociativa e non la commutativa. 

2°) Cfr. loc. cit. 3). Però è nuovo il fatto che pei metodi B e B’ valgono le proprietà commu: 
tativa e dissociativa al finito. 
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§ 4 


Metodo di sommazione Bt. 


25. Risulta dalla definizione del n° 18 e dal n° 16 che una serie è sommabile Bg 
quando esiste un intero m tale che, per ogni intero r 2 m, la serie risulta somma- 
bile (B, r). 

In seguito a ciò, il metodi Bg apparisce come metodo limite dei (B, r) per r oe 
perciò si potrebbe anche indicarlo col simbolo (B, — co) e chiamarlo metodo di BOREL 
di ordine — ». 

Or vogliamo considerare il metodo limite dei (B, r) per r = + co o metodo di 
Boret di ordine + co. Lo indicheremo col simbolo (8, + co) oppure Bt. 

Diremo che una serie è sommabile Bt quando esiste un intero m tale che per 
ogni intero r N m la serie risulti sommabile (5, r). 

Dal n° 16 segue che allora la serie è sommabile (B, r) anche per ogni intero 
y < m; dunque possiamo anche dire che: una serie è sommabile Bt quando è som- 
mabile con tutti i metodi (8, r), ossia (n° 8) quando esiste ed è finito il limite di 


eon Lay (x) 


per ogni intero r, oppure (n° 9) quando è convergente l’integrale improprio 


(68) fe cas 
per ogni intero r. } 

Riconosciamo da ciò che le serie sommabili Bt sono quelle serie che avevamo 
precedentemente chiamate totalmente sommabili (n° 2). 

Evidentemente: il metodo Bt è meno potente di ciascun metodo (B, r) e quindi 
anche del metodo Bg. 

Ciò malgrado: esso è più potente del metodo di sommazione ordinario e del metodo 
B di Boret così come fu limitato dall’ Autore. Perchè ogni serie convergente è pure 
sommabile con tutti i metodi (B, r) (n° 10) e per le serie assolutamente sommabili 
l'integrale (68) converge assolutamente per ogni r, (n° 2). 

Il metodo Bt ammette tutto Palgoritmo delle serie assolutamente convergent. 

Ciò abbiamo dimostrato direttamente in loc. cit. 5); ma risulta anche dai teoremi 
del 673% 


Infine: il teorema del n° 24 sussiste anche pel metodo Bt. 
Cagliari, 12 aprile 1917. 


GUSTAVO SANNIA. 
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Nota di Edgardo Ciani (Genova). 





Adunanza dell’11 marzo 1917. 
7 





Le trasformazioni quadratiche le quali intendo presentare al Lettore, in questo 
scritto, hanno la proprietà fondamentale di trasformare in sè stessa la figura composta 
da due gruppi, di quattro raggi ciascuno, corrispondenti in due fasci proiettivi non 
concentrici e situati nel medesimo piano. La semplicità estrema di questa configura- 
zione invariante (che è, per così dire, il nucleo dello studio attuale) mette in evidente 
interesse la considerazione del gruppo generato dalle trasformazioni in parola che è 
dell’8° ordine se le due quaterne di raggi sono generiche, del 48° se sono armoniche 
e cel 96° se sono equianarmoniche. Le più notevoli di queste trasformazioni sono in- 
versioni di Hirst, altre sono involutorie con 4 punti uniti, le rimanenti hanno il periodo 
3, 0 4, a seconda dei casi. 

Ma l'interesse aumenta pensando alle possibili appicazioni. L'esempio più espressivo 
viene dato dalla quartica piana con due punti doppi, giacché è ben noto che le due 
quaterne di tangenti alla curva, tirate da tali punti, sono proiettive. Nasce dunque 
l’idea di applicare a tali quaterne le considerazioni svolte in questa Nota, così da far 
ritenere che le proprietà della configurazione attuale possano cambiarsi in altrettante 
proprietà della quartica ellittica. Avverto però che un tale cambiamento non sembra 
nè facile, nè conforme alle più ovvie ed immediate previsioni: oserei dire che anzi si 
presenta addirittura in contraddizione con proposizioni comunemente accettate (almeno 
nel caso metrico speciale in cui i centri dei fasci sieno i punti ciclici e quindi la quar- 
tica sia bicircolare). Il dimostrare quanto questa contraddizione sia fondata, come e 
perchè si giustifichi, sarà oggetto di una prossima pubblicazione dedicata esclusivamente 
alle quartiche piane che sono invarianti rispetto a trasformazioni quadratiche, 


IL CASO GENERICO. 


I. In un piano abbiansi due quaterne proiettive di raggi: 


abcd A Bb cla! 
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in due fasci non sovrapposti e sieno xyz le coordinate omogenee dis un punto qua- 
lunque del piano. Assumendo due punti fondamentali nei centri F ed F' dei due fasci 
e il terzo punto fondamentale C, nel centro di collineazione della proiettività suddetta, 
scriveremo : 


Tal À Ayla I en) 
F=(1, O, 0); F' = (o, I, 0); C. = (0, 0, I). 
Allora tale proiettività si può rappresentare esigendo che sieno corrispondenti i 
due raggi: 
\y_—-z= 0, X— AZ =O 

dove à è un parametro. La conica k, che essa genera è quindi rappresentata da: 

2 rer 2 — 

k = $xy — x = 0}. 


Indicando con 2, , y, 5, quattro valori generici del parametro %, rappresenteremo 
così le due quaterne abcd, a'b'c'd’: 








a=iay—z=0}, b= iBy—z=o}, c=fyy—1=0h d=fy—x=0; 


’ 


a 


I 


ix—az=0) b'=ix—B7=0}, c'=ix—yz—=0}, d'=ix—d7=0} 
da cui segue: 
aa =(, 1, a); bP = 01,83 cc=(f 59); =O, x, d) 


ed è ovvio verificare che questi punti esistono sopra k,. Ciò premesso si vede facilmente 
che esiste una inversione quadrica di Hirst che ha il centro in C, e per conica fon- 
damentale k,, la quale trasforma in se stessa la configurazione descritta sinora subor- 
dinando fra i fasci di centri F ed F' la proiettività dianzi menzionata. Questa inver- 
sione che indicheremo col simbolo T, può rappresentarsi analiticamente con la sosti- 
tuzione : 
(x) N 
u a: 


ET 


I 





da intendersi nel senso che, per attuarla, debbano sostituirsi alle coordinate x, y, x di 
un punto qualunque, ordinatamente i prodotti xz, yz, xy. 

2. Insieme alla inversione T, si può constatare, analogamente, l’esistenza di altre 
tre inversioni T,, T,, 7,, che adempiono un ufficio analogo. Basta perciò osservare 
che da: 

abcd N a'b'c'd' 
segue: n) 

abcd A b'a'd'c' 

abcd N c'd'a'b' 

abcd N d'c'b'a’ 


e quindi possiamo ripetere, ogni volta, le considerazioni del n° precedente. Indicando 
ordinatamente con C,, C,, C,, i centri di queste nuove inversioni e con k,, k,, k,, 


ee ET a — 
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VA 








le ee Ba fondamentali si trova: 
C,= BG +9)—v8@+6), @+2)—GQ+9, (8-19 
GENE FI-PIEC+N @+y—-C+%, Gy— 88} 
C, = {ad (p SIA ByCx ar ), Ci 5) — (6 + y), (ad 0) 


e per le coniche fondamentali ordinatamente: 


GB) RH x) Er +9)-1d@+Myz-{@+9)—G1+Mxz=o0, 

(ar BH) — TH) RS GHz CH) — GB +Tixx— 0, 

(23— Py @+xy)— 9B +y)—by@+ iy x—te@+9)—C+y)}xc=o. 
3. Le formule precedenti possono compendiarsi osservando che se con (m, n, p) 


si indicano le coordinate di uno qualsiasi dei tre centri C,, Cj, C,, la relativa conica 
tondamentale è: 


(2) D + xy) — myz— nxz=o. 


In tal guisa la corrispondente inversione viene ad essere rappresentata mediante 
la sostituzione: 


(px—mz)(px—my) (nx--pr)(nx—py) ur Tes | 
(3) Basi ; ) (i 


Così si può intendere che questa sostituzione serva a rappresentare tutt'e tre le 

inversioni I, J, J: basta perciò porre per m, n, p, le coordinate dci centri rispettivi 
DA, 

(n° 2), come per ottenere le rispettive coniche fondamentali basta fare la stessa sosti 
tuzione nella equazione (2). 

4. Le inversioni 1, 1,7,7, sono, a due, a due, permutabili. Consideriamo infatti 
due qualunque di esse: ad es. 7, 7,. 

Servendosi delle (1) e (3) si vede che si ha: 


Ra STE 
Lie à Du UT Te ‘3 ; h | 


Si perviene così a una nuova trasformazione quadratica che ha per punti fonda- 
mentali F, F’ e il punto (mp, np, mn), e quattro punti uniti che sono quelli comuni 
alle due coniche degeneri: 


nx —2pxrz+mz =o0, my — 2pyz 4 nz =o. 
Dalla 
VERA RI BE 
segue inoltre: 
oe 20), = vi IN IN IM = i hs ii DE Ita x I, 
cioè anche TT, è involutoria. 


5. Consideriamo adesso il prodotto T, T, T,. Osserveremo perciò che indicando 
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con (m,n,p,), (m,n,p,) le coordinate di C, e di C, e ponendo: 


iP, ar Pio mha Pap Aa 


si trova: 
ACI tn 00 GRETA (sz ty)(sx +10 (x MATTA) 
243 Tiri x y x 
Ora l’inversione quadrica che ha per centro (rt, gs, — qt) e per conica fonda- 
mentale: 


Qi + xy) + rtyz + g5sxx=0 
è rappresentata da (n° 3): 


rt ry)@x tre) Porter + tz) — EG + tye +72) 
ca y A 





la quale trasformazione coincide con T, TT} purchè si abbia 
2 | 
DER 


2p,p, = m,n, + n,m, 


il che si verifica subito ponendo per m,n,p,, m,n,p, i rispettivi valori dati nel n° 2. 
+ > 2 > 


CIOÈ 


Dunque, intanto, il prodotto 7, 1, 7, è una inversione. 

6. Questo fatto induce a ritenere che T, TT, debba coincidere con 1,. La con- 
ferma di questa induzione si ottiene osservando che le condizioni affinchè la inversione 
T,T,T, coincida con quella che ha per centro (m, n, p) € per conica fondamentale: 

PARIS AI O 


sono: 
rligsi—-qi=m:n:p 


le quali, a causa di t = — q, divengono: 
msd+rn=o, im—-pr=o. 


Ebbene queste si verificano subito prendendo per m, n, p, le coordinate di C, 
(n° 2) e per r, s, t, i rispettivi valori dati nel n° 5. 
Dunque effettivamente 


BMD SUR | 
2h Sia it 4 
DENT! 


da cui: 


Si conclude quindi: 

« Le quattro inversioni T,T,T,T, sono a due, a due, permutabili. Il prodotto di 
due qualunque di esse equivale al prodotto delle due rimanenti, come il prodotto di tre 
qualsiasi equivale alla quarta. Da tali prodotti a due, a due, si ottengono, per conse- 
guenza, tre sole nuove trasformazioni che sono ancora quadra:iche e involutorie (ma non 
inversioni). Aggiungendo Videntila si viene a formare un gruppo Gy, di ottavo ordine, 


hy 


È 
i 
£ 
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rispetto al Hi pr done attuale è invariante. in nadie come io 
quadrinomio invariante quello costituito dai tre prodotti T,T, e dall'identità ». 

7. Essendo le T, a periodo due e permutabili fra loro ne segue che ciascuna è 
invariante rispetto a una qualunque delle rimanenti. Infatti da 


T, I, pori T, T, 
segue 
T, T, T, we T, T, 
ma 
e quindi 


Hl ann 


Però bisogna bene intendersi sul valore dell’affermazione precedente. Quando si 
dice, ad esempio, che T, è invariante rispetto a T,, ciò significa che se a due punti P O 
corrispondenti (secondo la T,) si applica la T, i nuovi punti RS che così si ottengono 
sono ancora corrispondenti secondo la 7, medesima. Per indurre poi da ciò che il 
centro di T, rimanga invariato per opera della T,, bisognerebbe che alla retta PQ 
corrispondesse, secondo la T,, la retta RS, il che non è perchè T° è quadratica e non 
lineare. È dunque naturale che il centro di T, non sia invariante rispetto a T,. Il 


che, del resto, resulta subito anche applicando a tal centro la 7,7! T,7,: esso rimar- 


\ 


rebbe invariato se fosse un punto unito per T, il che non è. D’altra parte è invece 

indubbio ed evidente che sia invariante rispetto a T, la conica fondamentale di 7). 
8. Mediante le trasposizioni attuate sopra le rette abcd, a’ d' c' d' delle due quaterne, 

le trasformazioni del gruppo G, descritto al n° 6 possono rappresentarsi con i seguenti 


simboli: 

dei (A) b (cc) (dd) 

T, = (ab)(ba')(cd')(de') 

Di = (ac')(bd')(ca')(db') 

Ei (AI) 
I 1% = is iB Rea E, 16; “es a, hi rsa (a b)(cd) (a' d') Co.‘ 
DI In Di LI) 14s iy 17 IT, = (GI) 
1 1s hi EUR I == I T, —kad)kbe)ka.da)(dic) 


identità. 


Circa poi alla composizione del gruppo attuale si può osservare che «esso è 150- 
morfo oloedrico col gruppo generato dalle quattro omologie armoniche individuate dai ver- 
tici e dalle facce di uno stesso tetraedro alle quali omologie vengono ad aggiungersi 1 loro 
prodotti a due, a due, cioè le tre involuzioni gobbe che hanno per assi gli spigoli opposti 
del tetraedro e l'identità ». Le collineazioni di un tal gruppo possono PRESTANO con 
la sostituzione: 


STATI Ber Macro 


IN x 


giù) 


x x 


3” 4 


=, 
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dove le x, della linea inferiore sono le coordinate omogenee: di un punto generico 
dello spazio, e venga stabilito che a ciascuna debba esser sostituita la corrispondente 
della linea superiore combinando i segni in tutti i modi possibili. 

o. Abbiamo già osservato al n° 4 che le trasformazioni quadratiche costituite dai 
prodotti T,. 7, pure essendo involutorie non sono inversioni e posseggono ciascuna 
quattro punti uniti che adesso vogliamo meglio considerare. Ad esempio, due punti 
uniti della T.-T, sono evidentemente quelle due intersezioni M, N, delle coniche k, k, 
che sono diverse da F e da F'. I due rimanenti punti uniti P Q csisteranno, manife- 
stamente, sulla retta C,C, componendo su di essa la coppia armonica alle due coppie 
d’intersezione di tale retta con le coniche k, e k,. Siccome poi il prodotto T,-T, 
equivale a T.-T, (n° 6) così ne viene che M, N sono anche i punti d’incontro di’, 
con k, (fuori di F ed F’) come pure i punti MN esisteranno sulla retta C.C, e 
comporranno, su di essa, la coppia armonica alle due coppie d’intersezione della retta 
medesima con le nominate coniche k, e k,. Si può aggiungere qualche altro particolare. 


Ad esempio, le coniche k, e k, sono le seguenti (n° 1 e 2): 
2 
xy) — 2 =O 


ENDEN BG+N N E+E FD — C+D xx =o 
Per individuare i punti M, N, basta osservare che un punto variabile, sopra k,, 
ha per coordinate (X*, 1, À), quindi M ed N saranno determinati dalla equazione in X: 


(5) {a +8) — LFI — 2268 vi) + 2b FI NICE 
Ebbene, vogliamo dimostrare che la coppia MN separa armonicamente, sopra k, , 
le due coppie di punti (a-a’, b+b’); (c-c’, d.d’). Infatti queste due coppie di punti 
sono individuate, sopra k,, dai valori «, 8, v, 5, del parametro à (n° 1): indicando 
dunque con 2,2, quei valori di X che individuano la coppia armonica in parola avremo : 


(ER ee Es et 
2 (28 4,2.) =, +4) + 8) 
2(yS $AA)=HA~A BAG +9) 


BIN Bee _ Pr +3) — 18 + 8) 
DA CECE) CE D Pal Ch) 


il che prova come 4, e 2, siano radici della (5) e quindi la nostra affermazione è 


cioè: 


da cui: 








dimostrata. 

Si può dunque concludere che: 

«I punti uniti delle tre trasformazioni T,-T, sono le 12 intersezione a due, a due, 
delle quattro coniche fondamentali k,k,k k, (all'infuori dei punti F ed F'). Sopra ciascuna 
di tali coniche esistono «quindi sei di tali punti componenti il covariante sestico della bi- 
naria biquadratica rappresentata dai quattro punti di tal conica in cui s'incontrano i 
raggi delle due quaterne abcd, a' b'c' d'. 
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I medesimi punti uniti esistono anche, a due a due, sopra i sei lati del quadrangolo 
completo i cui vertici sono 1 quattro centri d’inversione e, sopra ciascun lato, compongono 
la coppia armonica alle due coppie d’intersezione del lato con le due coniche fondamentali 
relative ai due centri situati sul quel medesimo lato ». 


IL CASO ARMONICO. 


10. Le due quaterne abcd /\ a'b'c'd' siano armoniche. In tal caso oltre: 
hd Nabe Arvada AN dda DN dict bia! 
abbiamo anche: 
CINE boa oa NAG al bhai WN dc’ at à 
e quindi, imitando il ragionamento dei n° 1 e 2, si vede che alle inversioni del caso 
generico vengono ad aggiungersene altre quattro provenienti dal confronto della qua- 
terna abcd con ciascuna delle tre rimanenti della seconda linea precedente. 
Per considerare il gruppo di trasformazioni che per tal guisa è generato, comin- 
ciamo da scrivere nel modo seguente le trasformazioni del gruppo generico (n° 8): 
Ree (aa) (bb (ec (ad); Dent 
Rabat) (dc): 1 == (ab) (ee) (ab) Cosa") 
T, = (ac')(bd')(ca")(db"); T! = (ac)(bd)(a'c’)(b'd') 
T, = (ad’)(be’)(cb’)\(da’); T' = (ad)(b0)(a' d’)(b’ c') 
Così ciascuna 7) di sinistra è ottenuta moltiplicando la T, corrispondente di 
tleserauner Te. 
Nel caso attuale vengono ad aggiungersi, come abbiamo osservato sopra, le se- 
guenti 4 inversioni che scriveremo ponendo di faccia a ciascuna il proprio prodotto 


Bere 

T, = (aa')(bb')(ca’) dc’); T. = (cd)(c'd') 

T,= (ab')(ba’)(cc’)(dd'); Ti= (ba 8) 

T, = (ac)(bd')(cb')(da'); T = (acbd)(a'd'b'c') 

DA Ca) Che) Cora) (AR) : Tai eae) (a of RAI 
Mediante tutti i prodotti possibili vengono infine ad aggiungersi le seguenti che accop- 
pieremo nel solito modo: 

T,=(ab'ba')(ce' dd’); T, = (ab)(c'd') 

lea (aa VEY (ed acl): Baar (Arr 

HAC ORO) dea c)s a a) eee oy Ca) 

In tan IATA Be EIA ote a.) 

T,, = (ab'ba')(cd'de'); T,, = (ab)(cd) 

T,, = (ac'bd’)(a'cb'd); T,, = (acbd)(a'c'b'd’) 

T,, = (ad'bc')(a'db'c); Ti, = (adbc)(a'd' b'c’) 

Mi Crabs) ect dy): AAT RIN 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato il 7 aprile 1919. 42 
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‘11. Vogliamo dimostrare che queste sostituzioni formano. un gruppo di ordine 
32. A tale scopo osserveremo che le 16 sostitutizioni T, permutano fra loro i due 
fasci di centri F, F’, mentre le altre 16 sostituzioni 7} li lasciano entrambi invariati. 
Ebbene, cominceremo dal dimostrare che queste ultime formano un gruppo G,, di 16° 

) q SURE 

ordine. Perciò considereremo agni sostituzione T, composta di due: una che opera 
sopra i raggi abcd di F e l’altra sopra i raggi a'b'c'd' di F'. Scriviamo queste due . 
sostituzioni l’una di faccia all’altra, per ogni 7} dividendole nelle 4 specie seguenti 

identità 
(a (cd) 
ad) | (a'c)(B' a’) 
(ad)(bc)|(a'd')(b'c') 
ab a’ b' 
Ge (a N 3° specie 
(cd) (c' d)\ 
(acbd) (a' c' b' d’)) 
(adbc)|  (a'd'b'c') * 


E facile adesso constatare che le 16 sostituzioni JT, si ottengono associando, in 


| identità 


(a b)(cd) 





| 1° specie 


2° specie 

















* specie 








tutti i modi possibili, due sostituzioni del quadro precedente, una di sinistra e una di 
destra, sottoponendole alla sola condizione di appartenere alla stessa specie. Per scrivere 
poi le rimanenti 16 sostituzioni T, basta moltiplicare le 16 sostituzioni 7, così ottenute 
per T.. Ciò premesso, per dimostrare che le 16 7} formano gruppo, consideriamo il 
prodotto T/T; di due qualunque di esse e osserviamo che le due sostituzioni di cui si 
compone ogni 1} (una sopra abcd, l’altra sopra a’ b'c' d') sono permutabili. Allora, di- 
scutendo tutti i casi possibili, si giunge alle seguenti conclusioni: 

Se entrambe le 7), T} sono della stessa specie il prodotto è di 1° specie. 

Se una è di 1° e una di 2° il prodotto è di 2°. 


Se una è di 1° e una di 3* il prodotto è di 


[SI 


a 


» » ee NEE) » » 


)) » 5) vd) NI MS) » » 4 » » 22723) 
» » DO LR an) » » 4 


LCA 
ei 
ar 
ww 
ww 
wi 
we 
we 
Wo 


D 


» » D 0) 3 » » » 4 » » 202) 


È così dimostrato che le 16 sostituzioni 7’ formano un gruppo G, di 16° 
ordine. 

12. Passiamo infine a dimostrare che tutte le 32 sostituzioni descritte al n° 10 
formano un gruppo G,,. Osserveremo perciò che per definizione si ha: 


(6) T, me T, 1 
da cule essendo) 4 sant. 


(7) Dole les 


= a ee PS 
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E poi facile constatare che: 
(8) PON pieces 


Allora il prodotto di due qualunque sostituzioni del n° Io può presentare i se- 
guenti casi: 


BS | AR EROI RAM AIDS TA UE 
Il primo caso è già stato considerato nel n° 11 e quindi si può scrivere : 
(9) T'.T'=T, 
Nel secondo caso, per le (8), (9), si ha: 
ES RENTE IE 


Nel terzo caso per le (8), (7), segue: 
ER NIE, 
I m ) m 
e quindi, ricadendo nel secondo caso, si avrä: 
I r 
T,.T,=7T,. 


Nel quarto caso per le (7), (8), (6), (9): 
do: T, pe T, li T, T, en T, T, I Fr i Ti pas i) 


e il teorema è dimostrato in ogni caso. 

13. Il gruppo G,,, ora individuato, possiede come sottogruppo invariante il G,, 
formato dalle sostituzioni T,, il quale G,, funziona in G,, in modo perfettamente 
analogo a quello di un gruppo alterno qualsiasi nel relativo gruppo totale. Un sot- 


\ 0 


togruppo notevole del G,, è il Gy formato dalle: 
FOTOS PS RTE DEP OUT à 


e questo G, contiene a sua volta il sottogruppo quadrinomio costituito dalle prime 
ga Sil Gadel 


caso generico formato dal gruppo quadrinomio precedente con l’aggiunta di 1, 1,1, 1, 


quattro delle sostituzioni precedenti. Un altro sottogruppo notevole del G 


CESSATO, 

14. Cosi le 32 trasformazioni T,, T,, del G,, sono caratterizzate mediante le 
sostituzioni che operano sopra le otto rette: abcd, a'b'e'd'. Si può dimostrare che 
tali trasformazioni sono tutte quadratiche. Infatti il G,, attuale si ottiene aggiungendo 
al G, del caso generico le quattro inversioni 7,7, TT, (n° 10). Ora tanto queste 
ultime quanto le trasformazioni che compongono il G,, sono tutte quadratiche e biu- 
nivoche. Tutti i loro prodotti possibili saranno dunque intanto delle trasformazioni bi- 
razionali. V’ha di più: ciascuna delle trasformazioni generanti il G,, subordina delle 
proiettività che scambiano i fasci F ed F' fra loro, o che li trasformano ciascuno in 
se stesso. Ne segue che anche il prodotto di un numero qualunque di tali trasformazioni 
generanti G,, si potrà sempre riguardare come ottenuto riferendo proiettivamente due 


+ 
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coppie di fasci di raggi il che basta per assicurare che tale prodotto sarà una trasfor- 


mazione quadratica. 
15. Circa al periodo di queste trasformazioni esso è messo in evidenza dai simboli 


adoperati nel n° 10. Così hanno il periodo due le: 
DISTA I AIA IR TA EA 


mentre le rimanenti (prescindendo dall’identità) hanno il periodo 4. Circa alle prime 
si può aggiungere che le otto 7, sono inversioni rispetto a coniche non degeneri aventi 
in comune due punti fondamentali F ed F°. Le 1) 7) TT TE TS TIT, non sono 
inversioni ma però sono sempre involutorie (a 4 punti uniti ciascuna). Finalmente le 
Ti,, I, sono inversioni rispetto a coniche degeneri in coppie di rette e si può otte- 
nerne la rappresentazione analitica, direttamente, nel modo seguente. Consideriamo la: 
SUA I er 

Il simbolo che la rappresenta dice che sono invarianti le rette a, b, c, d, cioè sono 
invarianti tutte le rette passanti per F. Siccome poi essa è quadratica e involutoria così 
ne segue che sarà una inversione col centro in F e finalmente poichè subordina intorno 
a F' l’involuzione individuata dalle coppie (a’b’), (c'd'), la conica fondamentale della 
inversione sarà costituita da una coppia di rette passanti per F’. Indichiamone l’equa- 
zione complessiva con: 

hx°+2kxz+ lx =o. 

Allora l’inversione che ha il centro in F = (100) e per conica fondamentale la 

coppia precedente è la seguente: 


— ex Piz) yx hx) xx + kz) 
x y x 
Perchè questa coincida con J’, bisogna e basta che sia operata la: sostituzione 


(a’b’)(c’d’). Ricordando (n° 1) che si ha: 


! 


b' 3x — Bz = où, 
c=ix— r=0}, d'=ix—bzx=03 


Il 


a' =jx — az = 0}, 


si trovano le condizioni: 
0 +iG+9)+1=0 
byd + k({+d)+1=o 


da cui si possono ricavare k, k, l, prescindendo da un fattore di proporzionalità che 
non ha influenza. Si conclude così che 


x in zi(a8—1)x + [ydla + 8) — aßly +9] 233 
la I), trasforma <y » „la + 8) — (y +5 ]x + (75 — «8)z} 
AG + 8) — +Dx + yd — «Bz. 
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In modo perfettamente analogo si vede che T°. è una inversione col centro in 


F' e avente per conica fondamentale una coppia di rette passanti per F. La relativa 
rappresentazione analitica si attua scrivendo che: 


x in xi[a6(y +9) — yd(@ + Bly + (rd — 28)x} 
T;; trasforma dy » GB — ¥8)y + [(y + 8) + Ex 
<> aie PCy + 8) — y8(@ + Bly + (v5 — Ba 


16. Per ottenere nel modo più semplice le rappresentazioni analitiche delle altre 
trasformazioni dal G,, conviene cercare quelle di Te di T,. Perciò si osservi che 


T, = (aa’)(bb’)(cd’) (dc’) 


è una inversione e che può rappresentarsi in modo analogo a quello seguito per le 

T,, T,, T, del n° 2. La relativa conica fondamentale deve passare per F, F' e per 
2 

i punti: 


a-a =(x,1,a); bb = (8, 1, B); cd =(yS, 1, y}; dec =(y¥5, 1, 9) 
La sua equazione sara dunque: 


Kb xy) +B) —2xx—2a8yx— 0. 


Il centro d’inversione (polo di 7 = 0) avrà per coordinate 248, 2, (a + BY 
Allora, come al n° 3, segue che T. può rappresentarsi mediante la (3) ossia: 


(px — mx)(px— my) (x — poux — py) (nx—py)(bx — ma) 
a y x 
ponendo: 
Nie out, N= 2, p =.x + È. 
Se invece si prende: 
SANO ri ia Mie via 
si trova la rappresentazione di T,. 

Non riescono ugualmente semplici (malgrado le apparenze) le rappresentazioni 
analitiche delle altre due inversioni T, e T, quando si cerchino direttamente in modo 
analogo a quello seguito per ERSTER 

17. Val meglio cercarle con mezzi più indiretti che indicheremo adesso comple- 
tando così la rappresentazione analitica di tutte le trasformazioni del G,,. Intanto 
quelle già date si riferiscono alle TT, ita ET ‚(mn 15) e alle 
I. T; (n° 16). Da queste, moltiplicando per T,, si trovano le seguenti (a prescindere 
dall’identità) 


(SANI RIC LIKE DL) remake TMi eaters 1h eh Many a 


4? 5 I 2 6 1 6? 
RN di n Im: Te da + Le, 
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dopo di che si trovano le rimanenti e precisamente: 


En BE IO RIO TIR SSN NET RE I TI 


II 13 4? 12 13 3 4 15 3 5 
I SI Ù LE FANO ! pans PE ’ Ke x6 He aes ! ! 
T, = TRUE I nT PROT Os de PAG) MAN Ti TE ES, à 
e infine: 
ad be. ! . = } - on say . a. ! . AIA Li ! 
I ai DARNE ae ro TE (ERNESTO T= TRO 


SRE 


Da PAU 10 UA 


Di te Dies A iR. | 
e lo scopo è pienamente raggiunto. 

18. Si può dunque concludere, riassumendo, che « Nel caso in cui le due quaterne 
abcd, a'b'c'd' sieno armoniche, esistono 31 trasformazioni quadratiche le quali, insieme 
all'identità, compongono un gruppo G,, di 32° ordine rispetto a cui tutta la configura- 
zione è invariante. Otto di queste trasformazioni sono inversioni di Hirst rispetto a co- 
niche non degeneri, due sono inversioni rispetto a coppie di rette, altre nove sono pure 
involutorie, ma non inversioni; le rimanenti 12 (prescindendo dall’identità) hanno il pe- 
riodo 4». 

« Sedici di queste trasformazioni permutano fra loro i due gruppi abcd, a' b'c' as 
le sedici rimanenti li lasciano entrambi invariati e costituiscono quindi un sottogruppo 
G,, che è il più notevote fra i sottogruppi del G,, suddetto ». 


IL CASO EQUIANARMONICO. 


19. Le due quaterne abcd /\ a'b'c'd' sieno equianarmoniche. Allora alle solite 
proiettività del caso generico: | 


abed Na'b'ed'Ab'a'd'e e d'a'b' A d'c'b'a 
vengono ad aggiungersi quest’altre: 
abcd N ae db Nad bd Nev daN e can 
(N pedi ca ah dbase ph Dicta' dini c'a'b'd' 
e quindi ripetendo il ragionamento dei nr e 2 si vede che, in gucstoscasoess 
aggiungono altre otto inversioni. Per rappresentarle simbolicamente nel modo più 
adatto insieme a tutte le altre trasformazioni che si generano dai loro prodotti, ripren- 


diamo le notazioni del n° 10 scrivendo nuovamente, anzitutto, le sostituzioni del gruppo 


generico : 
‚= (aa) (bb) (ce')(dd'); T' = identità 
‚= (ab’)(ba)(cA)(d0); T,= (ab)(cd)(a' d')(c'd') 
T =(ac')(bd')(ca')(db'); T= (MAIA) 
T, = (ad)(be)(ch')(da'); T, = (ad)(bc)(a'd')(0'c’). 
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Nel caso attuale le otto inversioni in parola sono le seguenti otto di sinistra. Di 
faccia a ciascuna è indicato, come al solito, il relativo prodotto per T'. 


T = (aa’)(bc')(cd')(db’); Tce (Peay act’) 
VERI) (ac): TARA Con ela) 
T, = (ac)(bb')(cd')(da'); T’ = (acd)(a'd'c') N 
tor (an Nop ea )(ac); Tie he db avd) 
T, = (ab) (bd) (ce’)(da'); T) = (abd)(a' d'b') 
T,,= (ad) (baco) (Ab); T,,= (adb)(a' bd’) 
Pr (ab (be )(c a) (de); lita) 
ERCSCIATUI O (0 (AAN): AZIO ATA 
Infine, da tutti i possibili prodotti di queste 24 nascono le seguenti 72 che segui- 
teremo a scrivere, come per l’innanzi, cioè ponendo di faccia a ciascuna di sinistra il 
proprio prodotto per T': 
Le Palen co NAME IRE = (a00\(a 0-09 
T,, = (ad db") (a' ce’ b); inadatti Da 
I, = (ab'dd'ila'be'c); T,, = (abc)(a'b' da’) 
MECCA ee MEA 
T,, = (ad'ca)(bb'dc); T,, = (adc)(b'd'c') 
da dea): bi A) 
T,, = (ac'da')(bb'cd'); Es cd) ied") 
le ACEA Ada) 
DECCA TACE MEO EMI 
DACI EZIO 
T,,=(ad'ba')(cc'db'); I) —i(adb)(bic'd') 
CT = (ca db)(be cd); T.,=(bed)(a' dh) 
T,, = (ac'dd')(ba'ch'); T,, = (acb)(a'c'd') 
ata eddie 2, Carn tale) 
T,, = (aa'bd')(cb'dc’); T,, = (bdc)(a'b'd’) 
Testata) (dato); dA) Ren) 
T,, = (ab'bd')(cc'da"); T.,=(abd)(a' c'd') 
T,, = (ac'cd”)(a'bb'd); Ti, = (acd)(a'b'd') 
T,, = (aa'ch')(bd'de); T,, = (bdc)(a'c'b’) 
T,, = (ac'ba')(ch'dd'); Ti, = (acb)(b'd'c') 
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T,, = (aa'be')(cd'db'); T,, = (bcd)(a'b'c’) 
T,, = (ab'ca')(be'dd’); T', = (abc)(b'c' d') 
T,,=(ad'cc')(ba'db'); Ti, = (adb)(a'd'c') 
T,,= (ad'bb')(ca'dce'); Ti = (adc)(a'd'b") 

T,, = (ac'bd')(a'db'c); Ti, = (ac)(bd)(a'd')(b'c') 
T,, = (ad'ch')(a' be d); T', = (ad)(b0)(a' b')(c' d') 
T,, = (ab'dc')(a'cd'b); T', = (ab)(cd)(a'c')(b'd') 
T, = (ad'bc')(a'ch'd); Ti, = (ad)(b0)(a' c')(b'd') 
T,, = (ab'cd')(a'de'b): Ti, = (ab)(cd)(a' d')(b'c') 
T,, = (ac'db')(a' bd'c); T', = (ac)(ba)(a’ b')(c' a’) 
T,, = (ab'ba')(cd'de'); T', = (ab)(cd) 

T,, = (ac'ca')(ba' db’); T,,= (ac) (ba) 

T , = (ad'da')(bc'cb'); I’, = (ad) (bc) 

T,, = (aa' bb')(cc'dd’); TI. = (2109) Gedy) 


T, = (aa'cc')(bb'dd'); T,=(ac)(b d) 


4 


T.,=(aa'dd')(bb'cc'); T,=(ad')(b'e). 


20. Si hanno cosi 96 sostituzioni le quali, come dimostreremo, formano un gruppo 
G,, di ordine 96. Osserveremo anzitutto che le 48 T, di destra del quadro precedente 
lasciano invariati ciascuno dei due gruppi abcd, a' b'c' d', mentre le 48 T, di sinistra 
li scambiano fra loro. Per scrivere più compendiosamente le 48 di destra è da osservare 
che ciascuna si compone di due sostituzioni: l’una che opera sopra i 4 raggi abcd, 
l’altra sopra i 4 raggi a'b'c'd' (epperò tali due sostituzioni sono permutabili). Come 
nel quadro del n° 11, così adesso scriviamo queste due sostituzioni una di faccia al- 


l’altra dividendole nelle specie seguenti: 








identità identità 

(abc) (a (CÀ 

BER CES re 
(ad)(bc)|(a'd')(b'c') 

(Ed) ORNE a EEE) 

‘ad c) (acide 

(ab Ca den 
(acb) (Gio) 

(bdc) (b'c' d') 

(ac d) VE ae 

(adb) (a' bd’) 3° specie. 
(abc) (a' c' b') 








; 
è 
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Ebbene è facile riscontrare che per ottenere le 48 sostituzioni T} del n° precedente 
basta associare (come nel n° 11) una sostituzione di destra con una di sinistra, del 
quadro ora scritto, in tutti i modi possibili sottoponendo però tali due sostituzioni alla 
condizione di appartenere alla medesima specie. Ottenute poi le 48 7} basta moltipli- 
carle ciascuna per T per ottenere le rimanenti T, del n° precedente. 

21. Ciò premesso dimostriamo intanto che le 48 T} formano gruppo. È da os- 
servare perciò che il prodotto T,-T, di due tali sostituzioni può presentare i se- 
guenti casi: 

13 


Se entrambe sono di 1° specie il prodotto è di 1° specie 


Risulta così dimostrata l’esistenza del G,, formato con le T7. 

Infine per dimostrare che tutte le 96 sostituzioni T, e 7, formano un gruppo 
G,, basta applicare al caso attuale le considerazioni del n° 12 sostituendo al G,,, ivi 
riguardato, il G,; ora accertato. 

22. Le trasformazioni in parola vengono caratterizzate mediante le sostituzioni 
che esse operano sopra i simboli abcd, a'b'c'd' ed è quindi ovvio ricavarne il periodo. 
Così dunque (prescindendo dalla identità) se ne hanno 27 involutorie, 32 a periodo 3 
e 36 a periodo 4. Fra quelle involutorie ci sono 12 inversioni rispetto a coniche pro- 
prie, 6 inversioni rispetto a coppie di rette (analoghe alle T\,, Ti, del n°.15): le ri 
manenti 9 hanno, ciascuna, 4 punti uniti. 

Ripetendo poi il ragionamento del n° 14 si conclude che tutte le trasformazioni 
in parola sono quadratiche. 

23. Circa alla rappresentazione analitica basta considerare che, per generare il G,, 
attuale, è sufficiente aggiungere al Gy del caso generico le inversioni 1. I, ... T,, 
(n° 19). Prendiamo dunque a rappresentare una di esse: ad es. la 

T, = (aa’)(bc’)(cd’)(dd"). 

Ora la relativa conica fondamentale passa, anzitutto, per F ed F’ e quindi l’equa- 
zione è del tipo: 

(10) x + hxy tkxxtlyzx=o. 


Essa inoltre passa per i quattro punti: 
aa’ (a, 1, a); bc’ = (Sy, 1, 8); cd’ =(78, ry); (db'=(0Î, 1, 9). 


Esigendo questi 4 passaggi si trovano le condizioni 


athxatke+tIl=o 
an) ie tan 
y+h$-+ky$+1=o 
Stpetrestil=o. 


Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917). — Stampato 1’8 aprile 1919. 43 
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le quali coesistono perchè: 
2 


ede rd tes I 
PURO TREN OR | 
AO! Wey MNT 
SOY Se Ohad 


esprime la condizione, per ipotesi soddisfatta, affinchè le due quaterne abcd, a'b'c'd' 
sieno equianarmoniche. Così l’equazione della conica fondamentale è precisata potendo 
calcolare h, k, 1, da tre qualunque delle (11). Allora, tenendo presente che la conica 
d’inversione è la (10), che il centro d’inversione deve essere il polo (rispetto ad essa) 
di x==0, cioè il punto (I, k, — h), si ottiene facilmente la seguente rappre sentazione 
analitica di T.: 


+) br + lx) + ky + kg) — (bx +1) + di 
x y x 


e lo scopo è raggiunto. 
24. Riassumendo i principali resultati conseguiti nel caso equianarmonico si ha il 
seguente enunciato: 


«Se le due quaterne abcd /\ a'b'c'd' sono equianarmoniche, esistono 95 trasforma- 
Rion quadratiche le quali, insieme all'identità, compongono un gruppo G,,, di ordine 96, 
rispetto a cui la configurazione è invariante. Dodici di queste trasformazioni sono inver- 
sioni di Hirst rispetto a coniche non degeneri, sei sono inversioni rispetto a coppie di 
rette, altre nove sono involutorie (a 4 punti uniti ciascuna). Delle rimanenti, 32 hanno 
il periodo 3 e 36 hanno il periodo 4. | 

Il sottogruppo più notevole di questo G,, è il G,, formato dalle trasformazioni che 
operano separatamente sopra abcd e sopra a' b'c'd': le 48 rimanenti invece scambiano 
fra loro i due gruppi suddetti abcd, a' b'c' d' ». 


Genova, Marzo 1917. 


EDGARDO Cir. 
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SULLA RISOLUZIONE APIRISTICA, IN UN CORPO QUADRATICO, 
DELLA CONGRUENZA BINOMIA QUADRATICA E DI UNA 
CLASSE DI CONGRUENZE BINOMIE IL CUI MODULO E 
UN IDEALE PRIMO DI 2° GRADO. 


Nota di Vincenzo Amato (Catania). 





Adunanza del 22 aprile 1917, 


In un precedente lavoro *) abbiamo risoluto la questione di determinare, in un 


corpo quadratico k(Y m), una soluzione apiristica della congruenza binomia 
SAMO, 


essendo P un ideale primo di 2° grado ?) del corpo, cioè l’ideale determinato dai 
multipli, secondo interi del corpo, di un numero (intero razionale) primo dispari p. 
Mostrammo allora che la detta risoluzione può essere rimandata a quella di congruenze 
binomie, secondo il modulo p, nel corpo razionale, aventi per coefficienti numeri noti 
(e però indipendenti da 4), le cui soluzioni debbono pertanto ritenersi note. 

Nel caso particolare poi che n sia divisore di p — I, mettemmo in rilievo che la 
risoluzione in discorso si può far dipendere dalla determinazione di un sistema com- 
pleto di soluzioni della congruenza 


x"==1 (mod. p). 


Se n = 2, questa ricerca si effettua immediatamente, e noi determinammo un 
sistema completo di 2° grado (mod. P) che dà subito una soluzione apiristica della 
congruenza binomia quadratica. 

La formola che si ottiene è però suscettibile di notevoli semplificazioni. È ciò che 
mostreremo in primo luogo nel presente lavoro. La formola finale è importante non 


1) V. Amato, Sulla risoluzione apiristica, in un corpo quadratico, delle congruenze binomie secondo 
un ideale primo [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLII (1917) pp. 48-60]. 

*) Quando il modulo è un ideale primo di primo grado, una soluzione apiristica della congruenza 
si ottiene subito dalla corrispondente soluzione, nel corpo ragonale, della congruenza HERO alla 
norma. dell’ideale. Vedi V. Amato, l. c. 1) p. 49. 
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solo per la sua eleganza, ma anche per le considerazioni a cui da luogo relativamente 
alla risoluzione di una congruenza binomia di grado n, quando # è divisore di p—1. 
Tali considerazioni, come si vedrà nella seconda parte di questo lavoro, conducono 
rapidamente alla costruzione di notevoli soluzioni apiristiche della congruenza, le quali 
conservano tutta l'eleganza e l’utilità di quelle ottenute dal Crotta °) nel corpo ra- 


zionale. 
I. Poniamo 
eh een 
ovvero 
1+ ym 
= x : 


secondo che sia 


mi (mod. 4), 


ovvero 
m==1 (mod. 4). 
I numeri 
postati 
LA ne 
kg 
(1) Ma CAL PEER CW ir: 





(ay «7 
x+y® 2 


YI ii 


formano, qualunque sia p, un sistema completo di 2° grado (mod. P), cioè un sistema 
2 
.P—ı ZEN 
di PT numeri i cui quadrati sono incongrui fra loro (mod. P). 
2 


Data la congruenza quadratica 


(2) x =a (mod. P), 
essendo 

(ine: 
(3) a’ =ı (mod. P), 


se denotiamo in generale con 





un sistema completo di 2° grado (mod. P), il polinomio 








p°—3 
PRE 2 

(4) x = A + date fA al = D Aja, (nodi, 
"nori k=0 


nel quale sia 


(5) rs A te N NIUE 1) 


2 
\ 


è una soluzione apiristica della (2). 





8) M. Cipotta, Sulla risoluzione apiristica delle congruenze binomie secondo un modulo primo [Ma- 
thematische Annalen, Bd. LXIII (1906). pp. 54-61]. 





| 
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2. Se si ha riguardo alla (3) e alla (5), si può scrivere la (4) sotto la forma 


seguente 
pra 


(6) x, = > Aia" (mod. P). 
Rus 





Se il sistema completo di 2° grado (mod. P) è quello dei numeri (1), poichè è 


k>o, si ha dalla (5) 


A eltu.+(”, .): Sg Oy Octo: 


2k — TI Boat — I abe 
i +(; Ja ru ae i “fa (A au “Jo i in 


2 





avendo posto 


Pe a +), =! 72!+..+%- 1). 





E poichè e, è congruo a — 1 o a zero (mod. p) secondo che y sia o no mul- 
tiplo di p, posto 


risulta 


Unes fs k crei ps 2 k au? 2(p—1) 
“e I Sora 00 al 2p—2 Sok—ap+1 © er CA 
a 2k—1 QU» Re 217! (mod P) 
g(p dal 1) Soh—g == Ski È x 
Denotando con r il resto (positivo) della divisione del numero intero positivo 
2k — 1 per il numero pari p — 1, si ha 
2k— ı=gap—ı)+r, 
nella quale eguaglianza, potendo £ prendere tutti i valori non minori di 1 e non 
q guag » P P 


p 


Pees P= I i N | : 
maggiori di > Sarà q non maggicre di p ed r dispari non maggiore di p — 2. 


(7) 


Ma poichè ovviamente 


S2k-1-plp- 1) = N == Ir (mod. p), (e = I, 2, ..., q), 


la (7) si riduce alla seguente 


(8) 4j=253 (| : er A 25 (at tan (mod. P). 


3. Intanto, in base a note proprietà 4) dei resti (mod. p) dei coefficienti binomiali, 
si hanno i risultati seguenti: 





4) Cfr., per es., E. Lucas, Théorie des nombres (Paris, Gauthier-Villars, 1891), cap. XXIII. 
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1° Per tutti i valori di k pei quali sia 
| o<g£n 


risulta, qualunque sia p variabile da 1 a q: 


ES E i =o (mod. p). 


p(p — 1) 
2° Per tutti i valori di k pei quali sta 
i q >"; 
risulta 
— I r 
(i Dr SR ) =o (mod. p), 


sep è minore di g —T, € 
RN) eee (amie Quei ) 
MN Rome À mod. 
| e(p — 1) Calg? D RUE 7 Cet, ie 
se p non è minore di g—r. 
Ne segue che la (8) si pud mettere sotto la forma seguente 


q ee 
A DS Di (+ DAGLI ) x 
p=q—r Poires 


x ( 4 nei CSSS 


(9) 


Posto 
PT = Q, 


MII (A = 0, ae 


tenendo presente l’eguaglianza 


(ei pe 2 
(: Gaara sae) 
risulta dalla (9): 

A=25, (- x 1) >. (ee ( : ae — 25,010" (mod. P), 
Pete 


donde, sostituendo all’esponente k di a" il suo valore + 








, si ha 


pe 
Aas 25,4 era Bere ANSE "WI EA 2 
= Q) — = 
(10) 4 Biot » ( r px o(5 )e 
T+I pet 


Pees OU (dur Kara IO 


Be 


allora m è notoriamente 5) non residuo quadratico di p, quindi 
p—1 
Q=oft=m* =—1 (mod. fp), 








ASSE 


5) J. Sommer, Introduction à la théorie des nombres algébriques. Edition frangaise. Traduit par 
A. Lévy (Paris, Hermann, 1911), p. 65. 
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e posto 





la (10) diviene 
(11) Aa=— 254° (— al £ ‘)3 A ) DAI (CA «)f © (mod. P), 
+ 1, 


e la formola (6), quando si ponga r = 2h diventa, se si tien presente la (11): 


[I 
E 


Me 


p 
2h+1 h-+1 q I 
ar a > — x ‘( ) 
2h+1 N ) he. h I 


Re Baer 
J 


(12) 5 
Pi 
hot sio IRE, a)! 


h=o 


n 


(mod. P). 


ll 
wo 





D 


Be 
p—1 


«=A° =—ı (mod. P), 





la (12) si semplifica notevolmente, perchè essendo 


: — p. 
a 28 Ce ne) == Guy) (mod.' pb), Za au i (mod. P), 


si ha 


X = — 2: (ma) + s (ma) +... + a STA en a (mod. P). 














Se invece 
Pal: 
gi a=a4° #—1 (mod. P), 
si ha 
fi 
È er RR, 
Pre 1— eS ne = erp 
il 2) Loana ARL Done i). 
e la (12) diventa 
> 
b 
SANI 2h+1 alt az! (h+1) te TEN Br | 
xi DI O: di PEN a) ore .) (mod. P). 


Ma se si pone 


nr el ja ee De Een DI ghee 
sett 0: 
Aa Bene a. 


| Ar p—(t+1) p re gb (t+) boas pit p Aton d. P 
es? (E) Trigno. (ai) a dine 
COSÌ ricava 


ee I (ENO. iR); 


at © 
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dalla quale si ottiene 


1+— 











I ao al I 
C == t+1I CECO NES] = Î mod. P 5 
Cpe ote ory 
e perciò | 
s (= si hie cast ) IN VEN I kin 
q=2(h+1) | 2h + I or ET œ(1 + Dur r ? 
donde 


a 


2h+1 
x=- Sat eM (È) ATTRITO RIE 


\ 


Riassumendo quanto è stato ottenuto in questo € nel numero precedente, si ha: 


Nel corpo quadratico k({/m), se 
m=£1 (mod. 4), 


Poi 
tar OE, 
la congruenza quadratica (2) ammmette la soluzione apiristica 
93‘ 


Ur TEN 2% 2h+y, le a p 
Xe — m I Leg a Sip (mo 3 > 


che si può anche mettere sotto la forma 


p-3 
03) n= Zt art 4 


essendo 





2% 2a 


Ra ia e la 
La 
ed ì 


p N 2h+1 
AI EL aaa + gies + ue + (=) J 








La (13) ci da, come caso particolare, se a soddisfa alla condizione 


p_! 
a) = GIO (moda), 





la formola gia nota ©) nel corpo razionale. 
Se invece, fatta sempre la stessa ipotesi su m, È 


poi 
NE A Gente! sb Let 





6) M. CipOLLA, 1. c. 3), p. 57 
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la (2) ammette la soluzione apiristica 
2-3 
(14) — + s(ma) ts, (ma) + <-> +s, (ma) °] 
6. Resta a considerare il caso che sia 


1+ Vm 





Allora posto 
p—I p—1 
di amie parso: gie yi 








la (10) da: 


Aa = =" 6 AT al, )e Mn Bie (odes, 


e perciò, se si ha riguardo alla (6), posto + = 2h + 1, si ottiene 








p—3 
Da art! ? KR, 2h+1 i h 
NC CALA de E Mr a MTA NL ERTNES 
Nr Pee yee a 
15 ps 


— 2 Sio ANUS > BI (mod. PT 


h=o 


Nel caso in cui sia 
B=1 (mod. P), 
cioè 
p—t 
@ 
une à (mod. P), 
— () 








si ha, come abbiamo visto al n° 5: 


È | 
ee (oem i )= o (mod. p), 


q==2(h+1) 
e perciò la (15) diventa 


p-3 
X = — al, ts (o 4) - s,(w*a) + es, (wa) ©]. (mod. P). 


Se invece 


B#1 (mod. P), 


poichè allora è 


‘lass 


B=o0 (mod. P), 





la (15) diventa 7% 
how 
2 h+1 p 
en Sapir 2h+1 ( se I ) 
X = 2 — (1 — Q mod. P 
D De. ep) 
e si deduce col procedimento indicato al n° 5: 
p--3 
2 B(1 NE aie ie 
= — Sevier came (DIGA) 
Xo N (or: peri 8) 2h+1 ( ) 
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Concludendo : 


Nel corpo quadratico k(Ym), se 
m = 1 (mod. 4), 
®@ 1 (mod. P), 


la congruenza quadratica (2) ammette la soluzione apırıstica 


pei 


sir PRIVI ) 2h+1 
X, = — 2 a ( = MA i 1) er se (mod. P), 


h=o 








che si può anche mettere sotto la seguente forma 


p-3 
(16) x, = — Sls, + 50e) +5 (Ba + ++ +5,,(Ba) *] (mod. P), 


essendo 





Ta U) Pe tee ytd 
De 6 “SR E nah 


2 


ilo: gira EI de 





La (16) ci dà, come caso particolare, se a soddisfa alla condizione 
p—1 
a’ =ı (mod. P), 
la formola già nota nel corpo razionale. 


Se invece, fatta la stessa ipotesi su m, è 





p—1 


B=ua’ =1 (mod. P), 
la (2) ammette la soluzione apiristica 
p_3 
2 2 2 2 2 wr 
(I7)x=— gr DI. + 5 (wa) + s,(@ ay eee + GAME a) |. (modes 
7. Le soluzioni (13), (14), (16) e (17) hanno la stessa forma 


p-3 
(18) x, =— Als, $5,(Ca) +5,(Cay + ++ +5, (Ca ©] (mod. P), 




















essendo 
p—1 
Ayla N 
ar nee (mod. P) se m=£ 1 (mod. 4)e — a #1 (mod. P) 
I + aio 
peri 
Ym » » » » D» — 4 i sent » 
COMETE VIA ie I 
2 2 
a ny » » MI » » a° # e 
| RR, APRI Legna 3 
— pai 
sa Lat » » » » » a n = 5 » 


= oP 
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Per il calcolo dei resti (mod. p) dei coefficienti della (18) conviene esprimere s, 
pei numeri B, di BERNOULLI, che, come è noto 7), sono definiti dall’eguaglianza sim- 


bolica 
B+D-B=r. 


(3 —+) _ pre: 
2 


‘= Hr (mod. p), 


e la (18) si può mettere sotto la forma 


Allora si ha 





Cn 


Fer 








(20) tic Sa ci 


IM» 


I Ba 2 k 
(i dl a (O nod (D) 
heey AE k 


Se poi s’introducono i numeri G, di GenoccHI 5): 


r 


Gr==2(1 2 2/)B,, 


if 


la (20) diviene 





= G,, are k 
I 
x = — — (mod. P) 
o 2 
C ui ta) 
e poichè per r dispari e maggiore di 1 è G, = 0 e G, =—1, il precedente risultato 


può mettersi sotto la forma 


x ey ee eG 1 


T=1I 


CVa 





) (mod. P), 


(dove l’irrazionalità è soltanto apparente), si conclude che: 


Lo sviluppo simbolico secondo le potenze di Va di 
Di 2 ‘iB A 
Var bs (2 = GIA), 
arrestato alla potenza di esponente p — 1, è una soluzione apiristica della congruenza 


x ==a (mod. P). 


Nella (20) si possono anche introdurre i numeri E di EULERO pei quali, com'è 
noto, si ha simbolicamente °) 


(E+ DT _(@'—1)3, 
of wr 


r ? 


e si ottiene 


EE — —2k—1 
x = Va > [Et DEV | (mod. P). 


7) Cfr. per es. E. Cesàro, Corso di analisi algebrica con introduzione al calcolo infinitesimale (To- 
rino, Bocca, 1894), p. 280. 

DIREMEUGASS Op, cit, +), pe 251. 

9) E. CesAro, op. cit. 7), p. 284. 
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Notando poi che per r pari è 
(CE +1) =o0, 


Lo sviluppo simbolico secondo le potenze di Va dell’espressione 


si deduce che: 


arrestato alla potenza di esponente p — 2, è una soluzione apiristica della congruenza 
x ==a (mod. P). 
8. Ritorniamo a considerare la soluzione apiristica (18) della congruenza binomia 
quadratica (2), nella quale C ha uno dei quattro valori (19). In particolare, se 


p—1 
(21) a’ =ı (mod. P), 





risulta C = I (mod. P), e l’espressione (18) per x, diviene identica a quella nota nel 
corpo razionale. La ragione di ciò sta nel fatto che tutti i numeri 4 soluzioni della 

DE PAL O SE N 
(21) sono i et residui quadratici di p, e per conseguenza a è congruo (mod. P) 


ad un numero razionale. 


Nel caso generale la (18) non differisce dalla detta soluzione nel corpo razionale 
che per il cambiamento di a in C’a e per il divisore C, cosicchè Cx, è una solu- 
zione della congruenza 


(22) y = C°a (mod. P), 


e subito si verifica che qualunque sia il valore C dato dalle (19) si ha 


Pers 
(23) (Ca) = (mod. P). 


Il fattore C* ha dunque l’effetto di rendere il prodotto C?4 congruo (mod. P) ad 
un numero razionale intero. Ma in questo caso le soluzioni della (22) sono esse stesse 
congrue (mod. P) a numeri razionali interi, e si ha il risultato notevole seguente: 

1° Se C è una soluzione qualunque della congruenza (23), per ottenere una solu- 
zione apiristica della congruenza 


x ==a (mod. P), 


basta dividere per C una qualsivoglia soluzione apiristica nel corpo razionale della con- 
gruenza binomia quadratica (22) dove a P sia sostituito p. 

Il metodo seguito nella prima parte di questo lavoro ci ha condotto ad alcune 
soluzioni C della (23). Sulla scorta di queste è ora facile costruirne altre anche di 
forma più semplice. 

Si perviene ad es. al risultato seguente che si stabilisce subito con semplice verifica; 
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p_i 


2 





SIOE i 
formola 


non è congruo a — I (mod. P), una soluzione della (23) è data dalla 
pet 
C=ı-+a° (mod. P), 


e se a non soddisfa alla (21), dalla formola 


Gee fin (Mee 5 3) (mod. P). 





Data poi una soluzione C, della (23), tutte le p — 1 soluzioni della stessa si otten- 
gono moltiplicando C, pei numeri di un sistema completo di resti non congrui a zero, 
secondo il mod. p. 

9. Quando si tenta di estendere la proposizione 1* del n° 8 al caso di una con- 
gruenza binomia di grado n 


(24) x=a: (mod. P), 


essendo sempre P un ideale primo di 2° grado del corpo, di norma p’, ed n divisore 
di p* — 1, si presenta necessaria la condizione che # divida p — 1. 
In tal caso, se è soddisfatta la condizione 


p_i 
(25) a" =ı (mod. P) 


deve essere a congruo ad un intero razionale e la (24), come nel corpo razionale, 





ammette la suluzione apiristica 
p—1 


sli 
PERE tren a, 
n 
essendo 
A, == — (rt dr + eee +0) (mod. p, 
ali 
coi numeri 
CATIA e 
n 


formanti un sistema completo di n'”° grado (mod. p). 
Se invece non è soddisfatta la (25), si può determinare C, come mostreremo 
tosto, in maniera che sia soddisfatta la congruenza 


(26) Ca)” ="I (mod. P), 





e allora C"a è congruo (mod. P) ad un intero razionale, e la (24) ammette la solu- 
zione apiristica. 


— 1 
foina 


a AGO 


n 





Si stabiliscono così, come nel n° precedente, le due proposizioni: 
| IR 
1° Sea" non è congruo a — 1 (mod. P), una soluzione della (26) è data dalla 
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formola 
pr 


C=1+a" (mod. P). 


E se a non soddisfa alla (25), una soluzione della (26) è data dalla formola 


Bet 
CEST IA UDO. 


Tutte le p — 1 soluzioni della (26) si ottengono poi da una qualsivoglia soluzione 
particolare C,, moltiplicandola pei numeri d'un sistema completo di resti incongru a 
zero (mod. p). 

2° Se C è una soluzione qualunque della congruenza (26), per ottenere una solu- 
zione apiristica della congruenza binomia (24) il cui grado n è divisore di p—1, basta 
dividere per C una qualsivoglia soluzione apiristica, nel corpo razionale, della congruenza 


y" =aC" (mod. P). 


10. I risultati ottenuti nei ni 8 e 9 ci permettono di estendere senz’altro ad un 
corpo quadratico i procedimenti indicati dal Creotra ™) nel corpo razionale per otte- 
nere delle soluzioni apiristiche della congruenza binomia di grado m (se n è divisore 
di p — 1), e sotto forme che, per la loro semplicità, riescono più adatte dal punto di 
vista del calcolo delle radici. Si hanno infatti i seguenti teoremi: 
pit 

n 


~ 


1° Se n è primo con ‚se C una soluzione della (26) e % una soluzione 


della congruenza 


nx=1 (mod. Pel), 


Cc" I at 


il numero 


è una soluzione apiristica della (24). 
2° Se g è una radice primitiva di p, e C una soluzione della (26), allora una so- 
luzione apiristica della (24) è 











Poi 
nn, Pa CONI, 
11, TEO I ns—lI 
c E 2 Ber 
Poichè per n = 2, si ha 
p_i 
g° =—1I (mod. p), 


ne discende subito il seguente teorema: 
3° Se g è una radice primitiva di p, e C è una soluzione della (26), una soluzione 
apiristica della congruenza binomia quadratica 


x = (mod. P) 


inni —_ ne 


19) ira Ma CIPOLLA. Leo 9) Urp. 157365 0) & SOE 


a 


ne n de 
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qq nern I nenn — — m 


È 











Fe 
Sr 


45° 
Il 


s=0 








1 MICA PRIMARI, 
4° Decomposto p — 1 in due fattori primi tra loro q e n il primo dei quali 


sia multiplo di n, se y è un numero appartenente all’esponente q (mod. p), e se u è 
una soluzione della congruenza 


ANA 
ry ie ota ( mod, n” 


2 


una soluzione apiristica della (24) è 
1 —1 
n q 
EI NY o (e DIA 








5° Se st pone 
— I 


p 
RIZ ym 
2 q 


ferme restando le ipotesi dell'ultima proposizione, alla soluzione apiristica indicata in 
questa proposizione si può sostituire l’altra 
q m= 
q rie 
n Vi a a) + 
—(C'a} (y — 1 
q c € ) 6 a eran Bar 








Per applicare le due formole non occorre che la conoscenza di y. Nel caso in 
cui sia # = 2, se 2” è la massima potenza di 2 che entra in p — I, si può assumere 


p-1 
me he (Moden). 





perchè il numero m che definisce il corpo quadratico è un non residuo quadratico di 
p, secondo le ipotesi fatte sull’ideale primo P. Si può assumere allora 


p+a—i 


a 3 — i 
= 2, pvp = arti g Yel, 





e si deduce che 


NE it ot SANT € Se 
= re (C Ba Da FR 


= (25+1 


m 2 — I 





è una soluzione apiristica della (2) 
Catania, 6 aprile 1917. 
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